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Ziel der Lehrveranstaltung MTET

Die im Grundstudium erworbenen Kenntnisse der Vektoranalysis sollen vertieft
werden. Die Studierenden sollen in die Lage versetzt werden, die Begriffsbildun-
gen der Vektoranalysis geometrisch-anschaulich zu deuten. Gleichzeitig sollen die
notwendigen rechentechnischen Fertigkeiten erworben und eingeiibt werden, um
die Vektoranalysis selbstindig und erfolgreich auf feldtheoretische Problemstel-
lungen anwenden zu kénnen. Aus diesem Grund werden in der Lehrveranstaltung
zahlreiche Beispiele besprochen.

Literaturempfehlungen

1. H. Schulz. Physik mit Bleistift. Springer-Verlag, Berlin, 2. Auflage, 1993.
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Kapitel 1

Vektorrechnung

1.1 Einleitung

In der Physik werden gerichtete GroBen durch Vektoren dargestellt und zeichne-
risch durch Pfeile reprisentiert. Die Linge des Pfeils gibt den Betrag des Vektors
an. Zwei Vektoren sind dann gleich, wenn sie in Betrag und Richtung miteinan-
der iibereinstimmen. Die Pfeil-Repridsentanten brauchen dazu nicht in Anfangs-
und Endpunkt zusammenzufallen, man spricht in diesem Zusammenhang auch
von freien Vektoren. Will man speziell die freie Verschiebbarkeit nicht zulassen,
spricht man von gebundenen Vektoren. Physikalische Beispiele fiir Vektoren sind
Geschwindigkeit v, Beschleunigung @, Kraft F, elektrische Feldstirke E, magne-
tische Feldstirke H, etc. Physikalische vektorielle GroBen besitzen Mal3zahl mit
MaBeinheit und Richtung. Im Gegensatz dazu besitzen skalare physikalische Gro-
Ben nur eine Maflzahl mit MaBeinheit.

In den nachfolgenden Abschnitten soll der physikalisch-anschauliche Vektor-
begriff mathematisch prizisiert werden.

1.2 Vektorriume und lineare Abbildungen

Eine Menge V' mit den Elementen %, v/, 2’ . . . hei3t linearer Vektorraum tiber dem
Korper R der reellen Zahlen, wenn zwei Verkniipfungen definiert sind: Die Ad-
dition, die einem Paar von Vektoren (Z, /) einen Vektor & + ¢ zuordnet, und die
Multiplikation mit einem Skalar a € R, die einen Vektor Z in o iiberfiihrt, auch
Vervielfachung genannt. Die Addition und die Multiplikation mit einem Skalar
miissen die bekannten Axiome des linearen Vektorraums erfiillen, die hier nicht
wiederholt zu werden brauchen [BS87].
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Man nennt die Vektoren €1, €5, . . ., €, linear unabhdngig, wenn die Gleichung
> aE =0 (1.1)
i=1

nur die triviale Losung a; = 0 fiir ¢ = 1,...,n besitzt. Falls sich jeder Vektor

Z € V in der Form
=) x€ (1.2)
i=1

mit linear unabhingigen €; darstellen ldsst, bilden die €; eine Basis des Vektor-
raums V. Durch (1.2) sind die n Koordinaten x; € R des Vektors & eindeutig
festgelegt. Die Zahl n ist die Dimension von V', wobei hier nur endlichdimen-
sionale Vektorriume betrachtet werden sollen. Die einzelnen Summanden z;é;
heiBlen Komponenten von ¥ beziiglich der gewihlten Basis. Insbesondere konnen
fiir n = 3 die Vektoren aus V' physikalisch-anschaulich interpretiert werden, wie
in der Einleitung angedeutet.

Im folgenden werden lineare Abbildungen eine wichtige Rolle spielen. Eine
Abbildung A : V' — W des Vektorraums V' in den Vektorraum W heilit linear,
wenn fiir alle Elemente #, 5/ aus V' und alle a € R stets gilt

AT +7) = A@) + A@),  AaF) = aA(@). (1.3)

Addition und Vervielfachung von Vektoren aus V' fithren auf Addition und Ver-
vielfachung der zugehorigen Bildvektoren aus I/. Eine umkehrbar eindeutige
verkniipfungstreue Abbildung (hier beziiglich Addition und Multiplikation mit
einem Skalar) wird auch Isomorphismus genannt. Man sagt, der Vektorraum V'
ist isomorph zum Vektorraum W. Anschaulich gesprochen kann man sagen, dass
sich zwei isomorphe (wortlich ,,gleichgestaltige®) Rdume im Grunde nur durch
die Namen ihrer Elemente unterscheiden: die von V' heillen %, ¥/, .. ., die von W
hingegen A(Z), A(Y), . ... Alle durch Addition und Vervielfachung ausdriickbaren
Beziehungen zwischen Elementen des einen Raumes gelten ohne jede Anderung
auch fiir ihre ,,Zwillingsbriider” in dem anderen. Deshalb werden wir uns gele-
gentlich die Freiheit nehmen, isomorphe Rdaume einfach zu identifizieren, also
auch noch von ihrem letzten Unterschied, der Verschiedenheit der Elementnamen,
abzusehen.

Vor dem Hintergrund dieser Begriffsbildungen kann man die Gleichung (1.2)
auch so interpretieren: Durch die Basis (51, €y, En) wird jedem Vektor ¥ ein
Koordinatenvektor (x1,2s,...,x,) € R™ zugeordnet. Bei der Zuordnungsvor-
schrift (1.2) handelt es sich um eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung.
Folglich ist der Vektorraum V' und damit jeder n-dimensionale Vektorraum iso-
morph zu R", sobald eine Basis eingefiihrt wird.
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Bei einmal definierter Basis verzichtet man hiufig auf ihre Angabe und be-
schreibt einen Vektor £ € V durch den ihm zugeordneten Koordinatenvektor
(x1, 29, ...,x,) € R", entweder als Zeilenvektor

T = (1’1,1’2,...,1’”)

oder als Spaltenvektor

Il

T

Das Symbol = bedeutet eine Gleichheit im Sinne des Isomorphismus, der durch
die Basis gestiftet wird, denn die Vektoren auf der linken und rechten Seite lie-
gen in verschiedenen Rdumen. Héaufig wird tiber diesen Unterschied hinwegge-
sehen, und ein gewohnliches Gleichheitszeichen geschrieben. Das kann Anlass
zu Missverstdndnissen geben, zum Beispiel in Verbindung mit Koordinatentrans-
formationen. Bei einem Wechsel der Basis wird derselbe Vektor 7 durch unter-
schiedliche Koordinatenvektoren dargestellt, was in Verbindung mit Gleichheits-
zeichen vollig unverstindlich wiire.

Die Vervielfachung eines Vektors ist der Vervielfachung seines Koordinaten-
vektors dquivalent,

I axrq

o T2 axro
ar = a = . s

Tn ATy

die Summe zweier Vektoren der Summe der Koordinatenvektoren,

x (1 T1+
S o Z2 Y2 T2+ Y2
Try=| L+ = .
Eine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basisvektoren eindeutig festgelegt.
Ist V' ein n-dimensionaler Vektorraum mit Basis (51, €y ..., €n) und W ein m-
dimensionaler Vektorraum mit Basis ( Fis foren, fm), hat man
A@) =Y Ayf;, i=1...n (1.4)
j=1



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

Die Koeffizienten A;; bilden eine reelle n x m-Matrix, das heifit (4;;) € R™™.
Falls m = n und det(A;;) # 0 gilt, existiert die inverse Abbildung A, und A ist
ein [somorphismus der Rdume V und W.

Das Bild eines beliebigen Vektors 7 aus V' kann aufgrund der Linearitit (1.3)
ermittelt werden,

j=AF) = A (i xé) = ixiA(a)
i=1 i=1
= sz ZAijﬁ = Z (Z xiAij> ﬁ = Zyj.f;a (L.5)
i=1  j=1 j=1 \i=1 j=1
wobei .
Y = Z T Ay (1.6)
i=1

gilt. Die Erweiterung (1.5) einer zunéchst nur fiir die Basisvektoren erklérten li-
nearen Abbildung (1.4) auf beliebige Vektoren des Vektorraums nennt man lineare
Fortsetzung. Gleichung (1.6) kann in der Form

Y1 Ty

Yo T | x2
(yl,yg,...,ym) = (Il,xg,...,l'n) <A2J> oder . = <AZJ> .

Ym T,

dargestellt werden: Das Bild des Vektors  unter der linearen Abbildung A be-

kommt man, indem man den Koordinatenvektor (x1, s, ..., x,)” mit der trans-
ponierten Matrix multipliziert. Man erhilt dadurch den Koordinatenvektor (y1, y2,
T —
e Um)! ZU .

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass eine lineare Abbildung A nach Ein-
fithrung von Basen in den Vektorriumen durch eine Koeffizientenmatrix (A4;;) =
A reprisentiert werden kann. Geht man in den Vektorrdumen zu anderen Basen
iber, wird dieselbe lineare Abbildung durch unterschiedliche Koeffizientenma-
trizen reprisentiert.

Lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen nennt man in der Sprache der
Physik Tensoren zweiter Stufe, Vektoren nennt man Tensoren erster Stufe, Skalare
Tensoren nullter Stufe. Die Stufe eines Tensors ergibt sich aus der Anzahl der In-
dices, die zur Beschreibung des Tensors nach Einfiihrung einer Basis erforderlich
sind.



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

1.3 Koordinatentransformationen

Ziel dieses Abschnittes soll zunéchst sein, das Transformationsgesetz fiir die Ko-
ordinaten von Vektoren bei einem Basiswechsel des zugrunde liegenden Vektor-
raums V' anzugeben. Dazu wird zuerst das Transformationsverhalten der Basisele-
mente untersucht und daraus das Transformationsverhalten der Koordinaten ge-
wonnen.

Ausgangspunkt ist eine Basis (51, €9y én) von V. Die transformierte Ba-
sis soll mit (51, €y v, €n) bezeichnet werden. Der Zusammenhang zwischen der
Basis (51, €y, 5n) und der Basis (51, €y, €n) wird hierbei durch eine Ko-

effizientenmatrix (7;;) € R"*" gemiB

&= Tyé;, i=1,...n (1.7)
j=1
festgelegt, mit det(75;) # 0.
Ein Vektor ¥ € V kann beziiglich der urspriinglichen Basis (51, €y €n)
oder der transformierten Basis (5 1€y e én) zerlegt werden,

n n .
F=) mf =) I (1.8)
i=1 j=1

Andernseits ist wegen (1.7)

Zwischen den Koordinaten erhilt man durch Vergleich mit (1.8)

;=) aTy, (1.9)
i=1
oder auch
T T
T T| 2z
=) |
En xn

Man sagt, dass sich die Koordinaten eines Vektors kontravariant zur Basis trans-
formieren.
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Zum Schluss soll noch das Transformationsverhalten der Koeffizientenmatrix
einer linearen Abbildung hergeleitet werden. Die Abbildung

AV W T y=AZ)

hat beziiglich der Basen (€y,é,...,¢,) beziehungsweise (ﬂ, foron, fm) die

Darstellung (1.6)
Y = inAija
i=1

~ ~ i

und beziiglich der transformierten Basen (€7, €5, ..., €,) bezichungsweise ([,

f;, cee fm) die Darstellung
Y= kagkz (1.10)
k=1

Der Zusammenhang zwischen den Basen ist durch die Transformationsmatrizen
(Tix) € R™ " beziehungsweise (U;;) € R™*™ in der Form

é'ZZZEkg)lm 7;:1,...,”,
k=1
fj:ZUﬂfb jzla"'am
=1
gegeben. Aus dem zuvor Gesagten folgt daraus fiir die Koordinaten
szzxzﬂka kzl?"'?”?
i=1

@:Zijﬂ, lzl,...,m.
j=1

Setzt man dies zusammen mit (1.6) in (1.10) ein, bekommt man

j=1 k=1 i=1

Zl’i <ZAZ]UJI> :Z.CEZ <Zﬂk;(kl) s lzl,...,m.
i=1 j=1 =1 k=1



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

Dies kann nur fiir ganz beliebige x; € R gelten, wenn auch

ZAijUjl:ZEkala i=1,...,n; l=1,....m
J=1 k=1

erfiillt ist. In Matrixschreibweise lautet die Gleichung

(42) (03) = (1) ().

Das gesuchte Transformationsgesetz fiir die Koeffizientenmatrizen lautet daher

(30) = (1) (1) ().

1.4 Skalarprodukt und Euklidischer Vektorraum

In diesem Abschnitt wird der Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt versehen.
Ein Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt erklart ist, heit Euklidischer Vek-
torraum. Damit kann man Betrige von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren
bestimmen, was mit den bis jetzt diskutierten algebraischen Konzepten alleine

nicht moglich ist.
Ein Skalarprodukt wird durch eine bilineare Abbildung ( - ) : V x V — R
gegeben,

(@171 + a2Z2) - J = a1y - Y+ aols - § VT, 72,7 € Viag,as € R,
T (a1 + astp) = T - h + ae® - Yo VT, 1,92 € Viay,as € R.

Die bilineare Abbildung muss symmetrisch und positiv definit sein, das heif3t

Foj=i-& VIgeV, (1.122)
F-F>0 VIeV,Z#0. (1.12b)

Bekanntlich definiert man den Betrag x eines Vektors & zufolge

v =7 2 VE T (1.13)

Vektoren vom Betrag Eins nennt man Einheitsvektoren, wie zum Beispiel
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Neben dem Betrag kann man mit Hilfe des Skalarprodukts auch Winkel zwischen
zwel Vektoren definieren, indem man

Ty
2] g1
setzt. Wenn ¥ - i/ = 0 gilt, sind die beiden Vektoren orthogonal zueinander. Glei-

chung (1.14) wird in der physikalisch-anschaulichen Definition des Skalarproduk-
tes als Definitionsgleichung verwendet, indem man

—

cos Z(Z, 9)

72740 (1.14)

— —»Def — — — =
Ty = |Z]|§] cos Z(Z, )
setzt.
Wir fiihren im Vektorraum V' eine Basis (51, €yt 5n) ein und zerlegen die

Vektoren Z, iy € V beziiglich der Basis,

n n
xr = E €T;€;, Yy = E yjej.
i=1 j=1

Aus der Bilinearitét folgt damit

zoy= (ZL&) - (Z%@) =Y @ Emiy;
i=1 Jj=1

1,j=1

1,j=1

Die Matrix (g;;) € R™" ist wegen (1.12a) symmetrisch und wegen (1.12b) posi-
tiv definit. Mit Hilfe der Koeffizienten (g;;) lasst sich nach (1.15) das Skalarpro-
dukt zweier Vektoren aus den zugehorigen Koordinatenvektoren berechnen.

Mit den Methoden aus Abschnitt 1.3 kann man das Verhalten der Koeffizienten
gi; bei einem Basiswechsel herleiten, wenn man von (1.9) ausgeht. Man findet

gz‘j:ZTz‘ijzﬁkz, i,j=1,...n
=1

oder in Matrixschreibweise

() - (1)) ()"

Da es sich bei (g;;) um eine symmetrische positiv definite Matrix handelt, kann
immer eine Transformationsmatrix (7;;) € R"*" so gefunden werden, dass gilt
~ - {0 fiir & 2 [

G = €1+ € = 0 = kl=1,... 1.17
gkl €€ kl 1 furk:l7 ) ) y 1L, ( )
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dabei ist dy; das Kronecker-Symbol. Das folgt aus der Diagonalisierbarkeit sym-
metrische Matrizen und soll hier nicht weiter ausgefiihrt werden. Gleichung (1.17)
besagt, dass die Basisvektoren der transformierten Basis paarweise orthogonal
sind und den Betrag Eins besitzen. Ausgehend von einer beliebigen Basis (51, €3,

ey €n) von V ist es deshalb immer moglich, eine orthonormale Basis (51, €y,

ceey én) anzugeben. Umgekehrt kann man ein Skalarprodukt auch dadurch einfiih-
ren, dass man eine bestimmte Basis als orthonormale Basis auszeichnet. Fiir eine
orthonormale Basis ergibt sich ein besonders einfacher Zusammenhang zwischen
dem Skalarprodukt zweier Vektoren und ihren Koordinatenvektoren, nimlich

Tg= Syry =) T (1.18)
i,j=1 i=1

Man muss sich dariiber klar sein, dass dieser einfache Zusammenhang nur in Ko-
ordinaten einer Orthonormalbasis gilt.

1.5 Vektorprodukt und Orientierung

Das Vektorprodukt zwischen zwei Vektoren, auch duBleres Produkt genannt, soll
wieder einen Vektor ergeben. Um es definieren zu konnen, sind zunidchst zwei
weitere Begriffe zu besprechen, ndmlich Inhalt und Orientierung.

1.5.1 Inhalt

Zwei Vektoren spannen ein Parallelogramm auf, drei Vektoren ein Parallelepiped,
allgemein p Vektoren ein Parallelflach. Wir bezeichnen die Vektoren aus V' mit

T, %o, ..., Tp. Firden Inhalt |7, 7, ..., Z,|| > 0 des Parallelflachs gilt
Ty T, T T T - T,
S o2 To+T1 T2 T2 To = Tp
|Z1, Zay .., Tpl|” = )
Tp Ty Tp- T ... Tp-Tp
_ det(fiwj), ii=1,....p. (1.19)

Die Determinante auf der rechten Seite von Gleichung (1.19) heilit Gram’sche
Determinante. Fiir p = 2 ist das unmittelbar einsichtig. Dann ist nimlich

Ty- Ty Ty T

— — 2_
"x1’x2" - Ty - Ty 52_52

10
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= |77 |72 (1 = cos® ) = |Z1[* |72]* sin® ¢,

|71, Zo|| = |Z1] |Z2] | sin ],

wobei ¢ = Z(Z, Z3) der von Z1 und 75 eingeschlossene Winkel ist. Bei physika-
lisch-anschaulicher Interpretation des Vektorraums V' ist |71, Z2| somit der ele-
mentargeometrische Flacheninhalt des Parallelogramms. Der durch (1.19) erklérte
Inhalt ist unabhéngig von der Reihenfolge der Vektoren. Vertauscht man zwei der
Vektoren, hat dies in der Determinante eine paarweise Vertauschung zweier Zei-
len und Spalten zur Folge. Nach den Rechenregeln fiir Determinanten dndert dies
nichts an deren Wert.

Fiir p = 1 erhélt man aus (1.19) tibrigens

172l = [,

der Inhalt eines Vektors ist gleich seinem Betrag.

1.5.2 Orientierung

Um das Vektorprodukt definieren zu konnen, ist es erforderlich, den zugrunde
liegenden Vektorraum V' mit einer Orientierung zu versehen. Ein Vektorraum
besitzt zwei Orientierungsklassen. Einen Vektorraum orientieren heil3t, sich fiir
eine dieser beiden Orientierungsklassen zu entscheiden. Eine Orientierung kann
durch Vorgabe einer Basis (51, €9y ey €n) von V festgelegt werden, wobei es
hier nur auf die Reihenfolge der Basisvektoren ankommt. Eine beliebige Basis
(51, €y e, 5n) von V' nennt man dann positiv orientiert, wenn sie aus (51, €yt
én) gemif (1.7) durch eine Transformationsmatrix (77;) mit positiver Determi-
nante hervorgeht. Ansonsten nennt man die Basis negativ orientiert. Es soll noch
bemerkt werden, dass die Orientierung eines Vektorraums unabhingig von der
Einfiihrung eines Skalarproduktes geschehen kann. Skalarprodukt und Orientie-
rung sind ganz unterschiedliche Konzepte.

Physikalisch-anschaulich kann man die Orientierung eines Vektorraums durch
einen Schraubsinn beschreiben. Die beiden Orientierungsklassen entsprechen ei-
nem Rechtsschraubsinn beziehungsweise einem Linksschraubsinn. Ublicherwei-
se wihlt man die vorgegebene Basis (51, €5, 53) so, dass die Basisvektoren eine
Rechtsschraube bilden: Dreht man € iiber den kleineren Winkel zwischen € und
é> in die Richtung des Vektors €5, so soll €3 in der Richtung liegen, in die ei-
ne Rechtsschraube fortschreitet. Durch diese Konvention entspricht der Rechts-
schraubsinn der Klasse der positiv orientierten Basen und der Linksschraubsinn
der Klasse der negativ orientierten Basen.

11
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1.5.3 Vektorprodukt

Gewiinschte Eigenschaften

Zur Bezeichnung des Vektorproduktes bendtigt man ein neues Multiplikationszei-
chen. Ublich ist das Zeichen x, daher auch der Name Kreuzprodukt. Wir verlan-
gen, dass das Vektorprodukt durch eine bilineare Abbildung ( X ): V xV —V
gegeben sein soll,

(alfl -+ CLQfQ) X g: ala_:’l X 274— CLQfQ X g Vfl,fg,ge V;al,(lg € R,
T X (a9 + agip) = 1T X Y1+ apZ X o VT, 91, % € Via1,a2 € R.
AuBerdem soll das Vektorprodukt alternierend sein,

X§f=—GxT, NEGEV, (1.21)

8y

das heif3t die Reihenfolge der Faktoren ist erheblich. Daraus folgt unmittelbar
Txx=0. (1.22)

Obwohl wir das Vektorprodukt unabhingig von einer Basis definieren wollen, ist
es interessant zu iiberlegen, welche Schlussfolgerungen man durch Einfithrung
einer Basis ziehen konnte. Aufgrund der geforderten Bilinearitdt wiirde es genii-
gen, das Vektorprodukt fiir die Basisvektoren zu definieren. Von den n? moglichen
Produkten der Basisvektoren sind aufgrund der Eigenschaft (1.22) die n Produkte
der Basisvektoren mit sich selbst Null. Die verbleibenden n(n — 1) Produkte sind
wegen (1.21) paarweise linear abhéingig, so dass hochstens n(n — 1)/2 linear un-
abhédngige Produkte verbleiben. Diese Produkte spannen den Bildraum auf. Weil
das Vektorprodukt wieder auf den urspriinglichen Raum V' abbilden soll, muss
gelten
n(n—1)/2 =n.

Die einzige positive Losung dieser Gleichung ist n = 3. Ein Vektorprodukt mit
diesen Eigenschaften kann deshalb nur in drei Dimensionen existieren. Fiir den
Rest dieses Kapitels soll deshalb stets dim V' = 3 gelten.

Wenn wir von der Basis (51, €s, 53) von V' ausgehen, besitzen die Faktoren ¥
und ¥ die Darstellungen

161 + T2€2 + 2363,

x
U = Y1€1 + Y2€2 + Y3€3.

12
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Macht man von der geforderten Bilinearitit des Vektorproduktes Gebrauch, erhilt
man durch Ausmultiplizieren

TX Y= (216 + 1265 + x363) X (Y1€1 + Y2€s + Y3€3)

= Ty X e+ TiY2e1 X €+ T1yzer X es
+oy1 €2 X €1 + Ty €2 X € + T2Y3 €2 X €3

"‘1’3@]1 53 X 51 + T3Yo 53 X 52 + 33 53 X 53

= (112 — $2y1)51 X €5
+(z2ys — x3y2)€2 X €3

+(xsy1 — T1Y3)€5 X €1,

wobei bei der letzten Umformung (1.21) und (1.22) verwendet wurden. Dieser
etwas umstidndliche Ausdruck kann unter Verwendung einer Determinante we-
sentlich verkiirzt werden,

52><53 53><51 51><52
T X :lj: T ) T3 s (123)

hn Yo Y3

wovon man sich iiberzeugen kann, wen man die Determinante nach der ersten
Zeile entwickelt.

Definition

—

Nun sind wir in der Lage, das Vektorprodukt zu definieren. Der Vektor 2’ = & x ¢/
wird durch folgendes basisunabhingige Konstruktionsverfahren festgelegt:

1. Zist orthogonal zu ¥ und ¥, das heif3t

7 E=7-7=0 VI,jeV. (1.24a)

2. Der Betrag von Z stimmt mit dem Inhalt des von Z und ¥ aufgespannten
Parallelogramms iiberein, das heif3t

12 = [IZ, gl = |Z] 5] | sin o], (1.24b)
wobei ¢ = Z(Z,,) den von Z und ¢ eingeschlossenen Winkel bezeichnet.

3. Falls Z'# 0 ist, bilden (Z, ¥, Z) eine positiv orientierte Basis von V.

13
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Falls ¥ und % linear unabhingig sind, ist durch (1.24a) die Richtung von Z bis auf
das Vorzeichen eindeutig festgelegt. Das Vorzeichen ergibt sich aus der dritten
Forderung. Der Betrag von 2 folgt aus (1.24b).

Falls 7 und % linear abhéngig sind, folgt aus (1.24b) 2z’ = 0. Die andern Forde-
rungen sind in diesem Fall irrelevant.

Diese Uberlegungen zeigen, dass unsere Definition tatsichlich jedem geord-
neten Paar von Vektoren aus V' wieder einen Vektor aus V' zuordnet. Die Eigen-
schaft (1.22) ergibt sich ebenfalls unmittelbar aus der Definition. Die Forderun-
gen (1.24a) und (1.24b) sind ndmlich unabhingig von der Reihenfolge der Fak-
toren. Die dritte Forderung hat bei einer Vertauschung von 7 und ¢ eine Vorzei-
chenumkehr von Z zur Folge. Man kann auch zeigen, dass es sich bei der durch
das Konstruktionsverfahren festgelegten Abbildung tatsidchlich um eine eine bili-
neare Abbildung handelt, was hier aber unterbleiben soll.

Darstellung in Komponenten

Um aus Gleichung (1.23) eine Darstellung des Vektorproduktes in Komponenten
zu gewinnen, miissen wir nun die Vektorprodukte der Basisvektoren konstruie-
ren. Dabei beschrianken wir uns auf positiv orientierte Orthonormalbasen. Das
stellt keine Einschriankung dar. Im Abschnitt 1.4 wurde erldutert, dass jeder Eukli-
dische Vektorraum eine Orthonormalbasis besitzt. Die positive Orientierung der
Basis kann gegebenenfalls durch Vertauschung zweier Basisvektoren hergestellt
werden. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass unser Konstruktionsverfahren

— — — — — —

2 X €3 = €1, €3XE€ =€y, 1 X €3 = €3

liefert. Damit erhélt man aus (1.23) die einfache Rechenvorschrift

€ € €3
T X :lj: ry T2 T3|. (125)
Y1 Y2 Ys

Sie gilt nur in Koordinaten einer positiv orientierten Orthonormalbasis. Zur
praktischen Berechnung des Vektorproduktes z = & x ¢ mit (1.25) schreibt man
das Vektorprodukt zweckméBigerweise mit Spaltenvektoren an,

21 € U1
Zo |l = | T2 X | Y2
Z3 €3 Ys

und verwendet folgende Regel: ,,z; ergibt sich als x5 mal y3 (entlang der Haupt-
diagonalen) minus 1y, mal x5 (entlang der Nebendiagonalen)*. Die Koordinaten 25
und z3 erhilt man in analoger Weise durch zyklische Anwendung der Regel.

14
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1.6 Mehrfache Vektorprodukte

1.6.1 Das Spatprodukt

Skalar- und Vektorprodukt lassen sich zum sogenannten Spatprodukt

(¥ x7) -7
vereinigen. Es kann gezeigt werden, dass das Spatprodukt den sogenannten ori-
entierten Inhalt des von Z, i und 2" aufgespannten Parallelepipeds gibt. Fiir den
Betrag des Spatproduktes gilt

(@ x ) -2l = ||7,9, 2] (1.26)

Falls die drei Vektoren linear abhiingig sind, betrigt der Inhalt des Parallelepipeds
Null, und das Spatprodukt verschwindet. Anschaulich liegen die drei Vektoren in
diesem Fall in einer Ebene, sie sind dann komplanar. Das ist beispielsweise dann
der Fall, wenn zwei der drei Vektoren parallel sind.

Falls die drei Vektoren linear unabhingig sind, bilden sie eine Basis (f, U, Z)
des Vektorraums V. Falls die Basis positiv orientiert ist, ergibt sich ein positives
Spatprodukt, ansonsten ein negatives.

Aus dem Gesagten ergibt sich, dass die Reihenfolge der Faktoren im Spat-
produkt hochstens das Vorzeichen beeinflusst. Das Spatprodukt dndert sich nicht,
wenn man die drei Vektoren zyklisch vertauscht, weil dadurch die Orientierung
erhalten bleibt. Es gilt also

(Zxy)-Z=EZxT)-y=(yYx2)- 7. (1.27)

Zur Berechnung des Spatproduktes, ausgehend von Koordinaten einer positiv ori-
entierten Orthonormalbasis, kann man die Berechnungsvorschriften (1.18) und
(1.25) miteinander kombinieren. Man erhalt

@xG)-F=a |2 g T g | 2
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
oder zusammengefasst
Tr1 T9 I3
Z1 k9 Z3
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1.6.2 Das doppelte Vektorprodukt

Betrachten wir noch das doppelte Vektorprodukt
P=2ax(yx2).
Bei ihm ist es zunichst einmal nicht gleichgiiltig, wie die Klammern gesetzt wer-
den. Das kann man sich anschaulich leicht klar machen. Da der Vektor ¢ = 4 X 2’
auf der von y und 2" aufgespannten Ebene senkrecht steht, p aber senkrecht steht
auf ¢ (und natiirlich auf z), muss p'in der von ¢ und 2" aufgespannten Ebene liegen.
Der Vektor
Pr=(@xg) 7z
liegt konsequenterweise in der von 7 und ¢ aufgespannten Ebene, kann also im
allgemeinen nicht mit p'identisch sein.

Das doppelte Kreuzprodukt ldsst sich mit Hilfe von Skalarprodukten aus-
driicken. Wir behandeln zunichst den Fall, dass ¢ und Z’ linear unabhingig sind.
Dann bilden (@, U, 5) eine positiv orientierte Basis von V, so dass wir p’ in der
Form

p=ad+by+cZ
darstellen konnen. Multipliziert man die Gleichung skalar mit ¢ und beriicksich-
tigt, dass ¢ einerseits orthogonal zu p und andererseits orthogonal zu ¢ und 7 ist,
bekommt man
0=alq|”,
woraus a = ( folgt. Der Vektor p'ldsst sich also als Linearkombination von % und

7 darstellen, wie oben behauptet. Multipliziert man hingegen die Gleichung skalar
mit 7, und beriicksichtigt, dass & orthogonal zu p’ist, erhdlt man

0=bi j+cd 7

Die Losung (b, c) € R? dieser Gleichung lést sich mit einem reellen Parameter ¢
in der Form
b=t(7-2), c=—t(Z-y)

schreiben. Insgesamt ist also

Tx(Gx2)=t((@ 2)y—(T-9) 7).
Linke und rechte Seite dieser Gleichung sind trilineare Abbildungen V' xV xV —
V', das heiBt sie sind linear beziiglich jedem der drei Faktoren Z, ¢/ und Z. Solche
Abbildungen sind aufgrund der Linearitit identisch, wenn sie auf den Elementen
einer beliebig gewihlten Basis von V' identisch sind. Wir wihlen eine positiv ori-
entierte Orthonormalbasis. Von den 27 moglichen Fillen, die drei Basisvektoren
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als Faktoren zu wihlen, entfallen neun Fille, bei denen yf = Z ist und deshalb
beide Seiten verschwinden. Die verbleibenden 18 Fille reduzieren sich auf neun,
weil beide Seiten alternierend in 3/ und Z sind. Wenn drei verschiedene Basisvek-
toren eingesetzt werden, verschwinden beide Seiten der Gleichung, was weitere
drei Fille eliminiert. Die restlichen sechs Fille zerfallen in zwei Dreiergruppen,
die durch zyklische Vertauschung auseinander hervorgehen. Letztlich sind des-
halb nur die Fille

fzﬂ':el, Z= 2 oder 5253

zu untersuchen. Beide Fille fithren auf ¢ = 1. Die Beziehung

8y

X (Fx2) = (T 2§~ (T-§)7 (1.29)

nennt man den Entwicklungssatz. Falls i und 2'linear abhéngig sind, verschwinden
beide Seiten von (1.29), wie es sein muss.

17



Kapitel 2

Felder und Koordinatensysteme

2.1 Euklidisch-affiner Raum F5

Als Modell fiir den physikalischen Raum wihlen wir den dreidimensionalen Eu-
klidisch-affinen Raum FEs.

Affine Struktur:

e Der Euklidisch-affine Raum £ besteht aus einer Menge von Punkten
{P, Q,R,.. } und einem Vektorraum V3.

e Je zwei Punkte P, () definieren einen Vektor 7'pg € Vs.

e Ein Punkt P und ein Vektor 7pg € V3 definieren einen Punkt ().

e Fiir drei Punkte P, @), R gilt: 7pg + 7gr + Trp = 0.
Euklidische Struktur:

e Der Vektorraum V3 wird mit einem Skalarprodukt versehen.

e Dadurch ist der Abstand zwischen zwei Punkten erklirt,
d(P,Q) = \/Tpq - Tpg-

e Dadurch ist der Winkel zwischen drei Punkten erklirt.

Der Raum F5 wird zusétzlich mit einer Orientierung versehen, das hei3t mit ei-
nem Schraubsinn. Wir vereinbaren, dass dem Raum FE'5 der Rechtsschraubsinn
zugeordnet wird.

18



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

2.2 Ortsvektor und kartesische Koordinaten

Ein Koordinatensystem dient zur quantitativen Beschreibung der Lage von Punk-
ten. Ein kartesisches Koordinatensystem wird folgendermafen eingefiihrt:

e Ein Punkt O wird als Ursprung ausgezeichnet und der Vektorraum V3 wird
mit einer positiv orientierten Orthonormalbasis (e}, €y, 52) versehen, das
heilt €; - €; = ;; fiir 7, j = x,y, z. Durch diese Festlegung entspricht der
Rechtsschraubsinn des F5 der Klasse der positiv orientierten Basen.

e Dann ist jeder Punkt P durch seinen Ortsvektor 7p = 7pp in umkehrbar
eindeutiger Weise gekennzeichnet. Deshalb konnen wir nach Wahl eines
Ursprungs Punkte mit ihren Ortsvektoren identifizieren.

e Der Ortsvektor wird in der Form
’Fp = ZL’pé?v +yp€y+2pgz

beziiglich der Basis dargestellt. Dadurch werden jedem Punkt P seine kar-
tesischen Koordinaten (zp, yp, zp) zugeordnet.

In der elektromagnetischen Feldtheorie redet man hiufig vom Aufpunkt P und
vom Quellpunkt () und setzt

—

— — —/ — — —/
T =T7Tp, T =Ty, R=7—-1"=1rgp.

Mit Aufpunkt ist jener Punkt gemeint, in dem das elektromagnetische Feld be-
rechnet werden soll. Am Quellpunkt sind Ursachen zu finden, wie zum Beispiel
Ladungen oder Strome, die zu dem Feld im Aufpunkt beitragen.

2.3 Skalare Felder und Vektorfelder

2.3.1 Der Feldbegriff

Offensichtlich spielt in der elektromagnetischen Feldtheorie der Begriff des Fel-
des eine zentrale Rolle. Unter einem Feld versteht man eine physikalische Grof3e,
die an verschiedenen Punkten im Raum verschiedene Werte annehmen kann. Wei-
terhin darf das Feld auch von der Zeit abhiingig sein. Im Rahmen dieser Vorlesung
wollen wir uns jedoch auf die Ortsabhiingigkeit der Felder konzentrieren. Die Zeit
spielt dabei die Rolle eines universellen reellen Parameters und wird zunéchst au-
Ber Acht gelassen.
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Je nachdem, ob die betrachtete Grofle skalarer oder vektorieller Natur ist,
spricht man von einem skalaren Feld oder einem Vektorfeld. Gehen wir von ei-
nem Teilgebiet {2 des F5 aus, auf dem die Felder definiert sein sollen. Ein skalares
Feld ¢ ordnet jedem Punkt 7" aus € eine reelle Zahl zu,

0: Q= R:7— p(r). (2.1)

Bei einem Vektorfeld stellt sich die Frage, in welchen Vektorraum das Feld ab-
bildet. Der Feldvektor ist in seinem jeweiligen Aufpunkt verankert. Um dies zum
Ausdruck zu bringen, wird jedem Punkt P aus €2 ein eigenstindiger Vektorraum
angeheftet. Dieser Vektorraum heillt Tangentialraum T'p€) an €2 im Punkt P. Der
Begriff Tangentialraum wird im Zusammenhang mit den krummlinigen Koordi-
natensystemen noch deutlicher werden. Ein Vektorfeld @ ordnet jedem Punkt 7
aus €2 einen Vektor aus der Gesamtheit aller Tangentialrdaume zu,

i:Q— | TpQ: 7 a(r). (2.2)

PeQ

2.3.2 Komponenten und Koordinaten

Um mit Komponenten und Koordinaten eines Vektorfeldes arbeiten zu konnen,
wird in jedem Punkt P, in dem das Feld definiert ist, eine Basis des Tangential-
raumes benotigt, das heiB3t ein Basisfeld.

Aus der im Abschnitt 2.2 eingefiihrten positiv orientierten Orthonormalbasis
(€., €,,¢) ldsst sich durch Parallelverschiebung ein fiir den ganzen Raum kon-
stantes Basisfeld erzeugen. Wir sprechen in diesem Fall von einem kartesischen
Basisfeld.

Fiir ein Vektorfeld @(7) hat man dann

a(7) = ay (7)€ + ay(T)ey, + a.(7)e..

Hierin werden a,(7), a,(7) und a,(7) als kartesische Koordinaten des Vektorfel-
des @() bezeichnet. Die Vektorfelder a, (7)€, a, (7)€, und a (7)€, nennt man im
Gegensatz dazu die kartesischen Komponenten des Vektorfeldes a(7).

Nach Einfiihrung eines eines kartesischen Basisfeldes ordnet das Vektorfeld
jedem Punkt 7 aus (2 seine Koordinaten in der Form

a Q=R 7 (ay(F), ay(7F), ax (7). (2.3)

zu. Ginge man zu einem anderen Basisfeld iiber, fiihrte ein- und dasselbe Vektor-
feld @ auf eine unterschiedliche Darstellung @* in Koordinaten. In den Anwendun-
gen wird hiufig nicht prizise zwischen dem Vektorfeld @ und seiner Koordinaten-
darstellung unterschieden. Man muss sich dann stets dariiber im Klaren sein, auf
welches Basisfeld sich die Koordinatendarstellung bezieht.
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Die Differenzierbarkeitsklasse eines Vektorfeldes folgt aus der Differenzier-
barkeit seiner Koordinatenfunktionen. Zum Beispiel heifit ein Vektorfeld a(7) ste-
tig differenzierbar, wenn seine Koordinatenfunktionen a (), a, () und a, () ste-
tig differenzierbar sind.

2.4 Krummlinige Koordinatensysteme

24.1 Allgemeine krummlinige Koordinatensysteme

Es seien (z,y, z) kartesische Koordinaten eines Punktes P im Raum E'3 und

T :x(ul,UQ,U3>, Yy = y(u17u27u3)7 Z = Z(Ul,UQ,Ug) (24)

drei eindeutige und stetig differenzierbare Funktionen, die auf einem gewissen
Bereich (uy, us, u3) € (a1, b1) X (az,be) X (as, bs) definiert sind. Der Ortsvektor
eines Punktes P ldsst sich damit als

7 =r(z,y, z)

_'(Ul, Uz, U3)

7
iU(Ul, U, U3)5x + y(Uh U, U3)5y + Z(Ub Uz, U3)5z (2.5)

darstellen. Mit 7(x, y, z) ist die Abbildung gemeint, die den kartesischen Koor-
dinaten (z,y, z) einen Ortsvektor zuordnet. Die Abbildung 7(uy, ug, u3) ordnet
hingegen den Koordinaten (uy, us, ug) einen Ortsvektor zu. Wenn die Koordina-
ten dem Zusammenhang (2.4) geniigen, fithren beide Abbildungen auf denselben
Ortsvektor.

Koordinatenlinien entstehen dadurch, dass man zwei der drei Koordinaten
(ug, ug, ug) festhilt und die dritte Koordinate ein Intervall durchliuft. Die Ko-
ordinatenlinien besitzen damit folgende Parameterdarstellungen.

ul—Linien: Uy — F(ul, Co, C3), ay S (5} S bl,
ug-Linien: Ug F(Cl, U, Cg), (05} S U9 S bg,

u3—Linien: us — ’I?(Cl, Co, U3), as S us S b3,

mit den Konstanten ¢y, ¢y, c3. Es handelt sich jeweils um zweiparametrige Lini-
enscharen. Wir verlangen, dass durch jeden Punkt P genau eine u-, eine us- und
eine us-Linie geht, Abb. 2.1. Dann ist der durch das Gleichungssystem (2.4) ver-
mittelte Zusammenhang zwischen den (z, y, z)- und den (u1, us, ug)-Koordinaten
umkehrbar eindeutig, wird also durch eine bijektive Abbildung vermittelt.

Man nennt das Koordinatensystem (uy, us, uz) krummlinig, wenn mindestens
eine der drei Scharen von Koordinatenlinien gekriimmte Linien enthilt.
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Bild 2.1: Krummlinige Koordinaten (uy, ug, u3). Durch jeden Punkt P geht
genau eine u;-, eine uy- und eine ug-Linie.

Koordinatenfiiichen sind die Flidchen, auf denen je eine der drei Koordinaten
U1, U2, u3 konstant ist. Die Koordinatenflachen bilden ein Fliachensystem, das aus
drei einparametrigen Flichenscharen besteht.

Ein Koordinatensystem ist mit einem natiirlichen Basisfeld verkniipft, welches
jedem Punkt P aus F’5 die Tangentenvektoren

oF ox(uy,us,uz) ,  Oy(uy,us,uz) ,  0z(uy,us,us)
—(123)6—|—y(123)6+ (123)6

t_; = = x z 2.6
zuordnet, 7 = 1, ..., 3. Die Tangentenvektoren sind im Sinne zunehmender Werte

der Koordinaten (u,us, u3) gerichtet, Abb. 2.1. Wir hatten vorausgesetzt, dass
der Zusammenhang zwischen den (x, y, z)- und den (u, us, u3)-Koordinaten um-
kehrbar eindeutig ist. Daraus folgt, dass die drei Tangentenvektoren (2.6) linear
unabhiingig sind, wie man zeigen kann. In jedem Punkt P ist deshalb (fl (r), t (7),
E;(F)) eine Basis des Tangentialraums Tp F3.

Nachfolgend beschrinken wir uns auf orthogonale Koordinatensysteme. Das
Koordinatensystem (w1, us, u3) heiBt orthogonal, wenn sich die Koordinatenlinien
in jedem Punkt P aus I3 paarweise senkrecht schneiden. Das hat zur Folge, dass
die Basisvektoren t; (%), t5(7), t3(7) paarweise orthogonal sind,

t(7) - 4(F) = g2 (Mo,  i,5=1,...,3. 2.7)

Die Mapstabskoeffizienten g;(7) geben die Betriige der Vektoren #;(7), ¢;(7) =
t:(7) |. Wir setzen noch voraus, dass die Basis (£1(7), £2(7), £3(7)) in jedem Punkt
P aus I3 positiv orientiert sein soll. Das kann gegebenenfalls durch Umnumme-
rierung der Koordinaten erreicht werden.
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Durch Normierung der Vektoren £ ( ) bekommt man ein positiv orientiertes
orthonormales Basisfeld (&, (7), & (7), & (7)) mit

_ 7(7
&,(F) = (7 i=1,....3. (2.8)

~—>

Obwohl die Basisvektoren im allgemeinen ortsabhiingig sind, besitzen Skalar- und
Kreuzprodukt zweier Vektorfelder in Koordinaten des Basisfeldes () (7), éx(7),

633(7*)) die einfache Form (1.18) beziehungsweise (1.25).
Wir wollen noch das Transformationsgesetz fiir die Koordinaten eines Vek-
torfeldes beim Ubergang vom kartesischen Basisfeld (e}, €y, éz) zum Basisfeld

(€1, €, €3) herleiten, wobei wir die Abhingigkeit vom Ortsvektor 7 in der Notati-
on unterdriicken. Dazu setzen wir 1 = x, o = Y, T3 = 2 SOWie €] = €, €3 = €,
€3 = €,. Damit ldsst sich (2.5) in der kompakteren Form

T U1,U2,U3 g QTJ U1,U2,U3

schreiben. Wir multiplizieren (1.7) skalar mit é; und machen von der Orthonor-
malitit der Basis Gebrauch,

3
R
=1

Also ist mit (2.6) und (2.8)

zg jk—

IIMw

1.
Ty, =¢€ €, =¢€ - —tg
9k
3
1 oF 1 0x;(uy, ug, ugz)
_z. :gi__zwej
gr. Ouy,

3uk gk 8uk

)

1 Z 0x; ul,uQ,U3)5 _ 1 Oxi(wr, u, ug)
7j=1
oder nach Umbenennung des Index £ in j

- = Or; 1
T,»j:ez--ej: aug_ (29)
J 9

Das gesuchte Transformationsgesetz ist dann durch (1.9) gegeben.
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2.4.2 Kreiszylinder-Koordinatensystem

Bei den Kreiszylinder-Koordinaten oder kurz Zylinderkoordinaten beschreibt man
die rdumliche Lage eines Punktes durch die Koordinaten (p, ¢, z), wie in Abb.
2.2 dargestellt. Das Zylinderkoordinatensystem ist eine Erweiterung des ebenen
Polarkoordinatensystems.

Die krummlinigen othogonalen Koordinaten sind

Uy =p, U=, Uz=2.
Alle Punkt des Raumes werden erfasst durch den Wertebereich
0<p<oo, 0L p<2r, —o00<z<+00.
Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten (z, y, z) ist
T =pcosp, Yy=psiny, z=2=z.

Die drei Koordinatenflachen sind Kreiszylinderméntel p = ¢, Halbebenen ¢ =
c und Ebenen z = c3. Die drei Koordinatenlinien als Schnittkurven je zweier
Koordinatenflichen sind aus Tabelle 2.1 ersichtlich.

Fiir die Tangentenvektoren erhélt man aus (2.6)

Bild 2.2: Zylinderkoordinaten
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Tabelle 2.1: Koordinatenlinien beim Kreiszylinder-Koordinatensystem

. .. | Sich schneidende .
Koordinatenl Beschreib
oordinatenlinie Koordinatenfliichen eschreibung

p-Linie Y =C, 2 =C3 Radialer Strahl in der Ebene z =
c3 mit dem Winkel ¢ = ¢, gegen
die z-Achse.

p-Linie p==C1,2=C3 Kreis vom Radius p = ¢; in der
Ebene z = c3.

z-Linie p=C1,p=Co Parallele zur z-Achse auf dem
Mantel des Kreiszylinders p =
c1 und der Halbebene ¢ = cs.

1= cospé,+ sing e,
to = —psing €, + pcos ey,
ts= 2,

fiir die MaBstabskoeffizienten

a=1 gp=p gs=1

Fiir p = 0 ist go = 0, so dass die drei Tangentenvektoren nicht mehr linear un-
abhéngig sind. Das riiht daher, dass sich die p-Linien auf der z-Achse schneiden,
so dass dort keine umkehrbar eindeutige Abbildung gegeben ist. Das Zylinderko-
ordinatensystem bricht auf der z-Achse zusammen und ist dort zur Beschreibung
von Vektorfeldern im allgemeinen nicht geeignet.

Durch Normierung der Tangentenvektoren entsteht das Basisfeld

€y =€ = COSYE,+SINY ey,
€, = €3 = —SIN Y €, + COS P €y,
€, =€3= €,

und die Transformationsmatrix

_ cosp —sing 0
<Tij) = <€i . 8]-) = |sing cosp O
0 0 1

Mit (1.9) erhilt man das Transformationsgesetz fiir die Koordinaten eines Vektor-
feldes @ beim Ubergang von kartesischen Koordinaten (a,, a,, a) zu Zylinderko-
ordinaten (a,, a,, a.)

a, = Qg COS p+a,siny,
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(p, = —0y SN Y +a, cos @,

a, = Ay,
beziehungsweise umgekehrt
(y = @, COS P—ay, SIn P,

Qy = A, SIN Y +a, COS P,

a, =a,.

2.4.3 Kugelkoordinaten

Bei den Kugelkoordinaten beschreibt man die riumliche Lage eines Punktes durch
die Koordinaten (7, ¥, ), wie in Abb. 2.3 dargestellt. Dabei ist r der Abstand vom
Ursprung, ¥ der Winkel, den 7 mit der z-Achse bildet, und ¢ der Winkel, den die
Projektion von 7 in die z-y-Ebene mit der x-Achse bildet. Es sei noch erwéhnt,
dass man beim Kugelkoordinatensystem der Erde die geographische Breite ¢ an-
ders als hier vom Aquator aus zihlt.

Die krummlinigen othogonalen Koordinaten sind

uy=r, uy=1°, uz3=¢.
Alle Punkt des Raumes werden erfasst durch den Wertebereich

0<r<oo, 0Z<v<m 0<Zp<2m.

A

Z

Bild 2.3: Kugelkoordinaten
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Tabelle 2.2: Koordinatenlinien beim Kugelkoordinatensystem

. .. | Sich schneidende .
Koordinatenl Beschreib
oordinatenlinie Koordinatenflichen eschreibung

r-Linie ¥ =co, p =3 Radialer Strahl als Schnittgerade
des Kegelmantels ¥} = ¢, mit der
Halbebene ¢ = c3.

¥-Linie r=C1,p=Cs Léngenkreis auf der Kugelober-
flaiche vom Radius r = ¢; und
auf der Halbebene ¢ = cs.

p-Linie r=-c, 9 =cy Breitenkreis vom Radius r sin 1}
auf der Kugeloberfliche r = ¢;.

Der Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten (x, y, z) ist
x=rsindcosy, y=rsindsing, 2z =rcosd.

Die drei Koordinatenflichen sind Kugeloberflichen r» = ¢y, Kreiskegelméntel ) =
co und Halbebenen ¢ = c3. Die drei Koordinatenlinien als Schnittkurven je zweier
Koordinatenflachen sind aus Tabelle 2.2 ersichtlich.

Fiir die Tangentenvektoren erhélt man aus (2.6)

ti = sindcosp €, + sinvsinp €, + cosve,
to = rcosvcospée, +rcosvsinpe, —rsind e,
ts = —rsinvsiny €, + rsinv cos €,

fiir die Maf3stabskoeffizienten
g=1, go=r g3=rsind.

Fiir ¥ = 0 oder ¥ = 7 ist g3 = 0, so dass die drei Tangentenvektoren nicht mehr
linear unabhingig sind. Das riiht daher, dass sich die ¥-Linien in den beiden Polen
der Kugel schneiden, so dass dort keine umkehrbar eindeutige Abbildung gegeben
ist. Das Kugelkoordinatensystem bricht in den Polen der Kugel zusammen und ist
dort zur Beschreibung von Vektorfeldern im allgemeinen nicht geeignet.

27



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

Durch Normierung der Tangentenvektoren entsteht das Basisfeld

= sindcosp €,+sin¥sin ¢ €,+ cosv €,

o
Il

cos U cos ¢ €+ cos ¥ sin p €, —sin v €,

D
Q,Ql
I
S 20 o0
I

= —sinpé, +cospé,

und die Transformationsmatrix

N sindcosy cosvcosyp —sing
(Tij> = (é;- . €j> = | sin¥sinp cosd¥sing cosg
os ¥ —sin 0

Mit (1.9) erhilt man das Transformationsgesetz fiir die Koordinaten eines Vektor-
feldes @ beim Ubergang von kartesischen Koordinaten (a,, a,, a.) zu Kugelkoor-
dinaten (a,, ay, a,)

a, = aysind cos p+a, sin v sin p+a, cos v,
ay = g cos UV cos p+a, cos v sin p—a, sin 1,
(p, = —y SN @ +a, cos p,

beziehungsweise umgekehrt

ag = a, sin 1 cos p+ay cos Y cos p—ay, sin @,
a, = a, sin ¥ sin ¢ +ay cos U sin ¢ +a,, cos ¢,

a, = a, cos v —ag sin U.

2.4.4 Beispiele
Beispiel 1: Umrechung Zylinderkoordinaten in kartesische Koordinaten

Gegeben ist das magnetostatische Feld eines Linienstromes entlang der z-Achse.
In Zylinderkoordinaten lautet das Feld

1

H(7) = —.
(1) o7

Wie lautet das Feld in kartesischen Koordinaten?

Aus der entsprechenden Transformationsformel erhilt man

1
H,=—H,sinp = 5 sin ¢,
mp
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1
H,= Hg,cosp = %cosgo,

Hz:O7

was man sich auch elementargeometrisch sofort klar machen kann. Man beach-
te, dass die Koordinaten des Vektorfeldes damit vom Basisfeld (€, €,, €,) auf
das kartesische Basisfeld (€, €, €,) umgerechnet wurden. Die Koordinaten des
Ortsvektors sind immer noch Zylinderkoordinaten (p, ¢, z). Um diese ebenfalls
umzurechnen, muss man von den Beziehungen

T =pcosp, Y= psingy
Gebrauch machen. Daraus folgt

x2+y2:p2005290+p28in290:p2

und damit
. Iy Iy
Ho(M) = —0— = = —o————
21 p 2mat +y
. I x 1 T
H()= 5=
2m p 2mxt 4y
H.(7)=0.

Vergleicht man das Resultat mit der urspriinglichen Beziehung, wird deutlich, dass
Zylinderkoordinaten zur Beschreibung des Feldes besser geeignet sind.
Beispiel 2: Umrechnung kartesische Koordinaten in Kugelkoordinaten

Das skalare elektrische Potential eines z-gerichteten Punktdipols im Ursprung lau-
tet

P z
Vir) = dre 3
(VET R
Das Potential wurde hier mit V' bezeichnet, um Verwechslungen mit dem Win-

kel ¢ auszuschlieBen. Es soll das elektrische Feld in Kugelkoordinaten berechnet
werden.

Fiir das elektrische Feld gilt .
E = —gradV,

also
oV P 3rz
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oV P 3yz
y = T T 59
dy dme, ( /2 + 42+ 22>
ov._ p 322 1

E =— = —
Z 5 3
0z dme, <\/x2 +y2+ 22) <\/:E2 +y2+ z2)
p 22— (e +y7)

= 47‘(‘50 < /7ZE2 +y2+22)5.

Es empfiehlt sich, zunichst die Koordinaten des Ortsvektors mit

r=rsinvcosy, y=rsinvsiny, z=rcosv

umzurechnen. Hieraus folgt

22 4y = r?sin 0, o2+t 4 2 =
und damit

E, = 3 sin ¢ cos ¥ cos ¢,

de,r3
p . .
E, = 3sin ¥ cos ¥ sin ¢,
V' dme,rd 14

E, = P (2cos® ¥ — sin® 1) = L(2—‘3>sir1219).

de,rs de,rs

SchlieBlich rechnen wir noch die Koordinaten des Vektorfeldes um,

E.(f) = E;sindcos ¢+ E,sinvsin g + E, cos v

= 4 P 3(3Sin219008190082<p+3sin2ﬁcosﬁsin2cp+2cos19

TELT

2 O 9 — 3sin? 9 cos 1)
~ 2pcos
 Awe,rd’

Ey(7) = E,costcosp + E,cosvsing — E, sind

=7 P 3(35in19c0s2190032<p+3sin1900s219sin2<p— 2sin® + 3sin® )
TEGT

psind
Ame,rd’

E,(F) = —E,singp + E,cos ¢

S (—3sin v cos ¥ sin ¢ cos p + 3 sin ¥ cos ¥ sin ¢ cos )

de,rs
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=0.

Dieses Vorgehen fiihrt auf eine umstindliche und uniibersichtliche Rechnung.
Gibt es eine andere Rechenmethode, die mit geringerem Aufwand zum selben
Ergebnis fiihrt? Dazu schreiben wir das vorgegebene Potential in Kugelkoordina-

ten um,
p cosv

GE

In Abschnitt 4.1 werden wir sehen, dass fiir den Gradient in Kugelkoordinaten gilt

dre, 12

radV = 8V€ + L 8V€ + ! avé
& o T row” rsind Op *
Diese Beziehung kann man auch aus Formelsammlungen entnehmen. Damit fin-
det man

oV 2p cos v
E = - . St
() or Are,rd’
10V psin
BO==0%0 T e
1 oV
E = — _— =
o7) r sind dp

Daraus kann man lernen, dass Kugelkoordinaten zur Beschreibung des Feldes ei-
nes Punktdipols wesentlich besser geeignet sind als kartesische Koordinaten. Aus
diesem Grund sollte der Ubergang zu den Kugelkoordinaten so friith wie moglich
durchgefiihrt werden. Dann konnen alle Rechenschritte miihelos in den problem-
angepassten Koordinaten ausgefiihrt werden.
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Kapitel 3

Kurven, Flachen und raumliche
Gebiete

3.1 Kurvenin Fj3
Wir betrachten Kurven in der Form
C:la,b] — Es:uw— 7 =7(u). (3.1)

Hierbei wird der Ortsvektor der Kurvenpunkte als Funktion eines Parameters «
dargestellt. Deutet man den Parameter u als Zeit, so beschreibt (3.1) die Bewegung
eines Punktes mit C' als Bahnkurve. Durchliuft u das Parameterintervall [a, b], so
durchliuft 7(u) die Kurve C. Da die Durchlaufgeschwindigkeit beliebig gewihlt
werden kann, besitzt jede Kurve unendlich viele Parameterdarstellungen.

Durch die Wahl einer Parameterdarstellung (3.1) wird auf C' ein Durchlaufsinn
— man sagt auch: eine Orientierung — festgelegt. Insbesondere bezeichnet man
7(a) und 7(b) als Anfangs- und Endpunkt der orientierten Kurve C'. Die aus den
gleichen Punkten wie C' bestehende, aber umgekehrt orientierte Kurve wird mit
—C bezeichnet. Ist 7 = 7(u), a < u < b eine Parameterdarstellung von C, so ist
7= ?(u) =7(a+b—u),a <u < beine Parameterdarstellung von —C.

Eine Kurve C' hei3it geschlossen, wenn Anfangs- und Endpunkt von C' zusam-
menfallen, ansonsten heilit sie offen. Der Rand OC' einer offenen Kurve besteht
aus dem Anfangspunkt P; und dem Endpunkt P, das heit 0C = {P;, P»}. Der
Rand einer geschlossenen Kurve ist leer, 9C = ().

Eine Kurve heilit doppelpunktfrei, wenn es eine Parameterdarstellung ¥ =
m(u), a < u < b gibt, so dass 7(uy) # 7(ug) fiir alle u; # uy gilt, mit a <
u1,uy < b. Die Punkte 7(a) und 7(b) diirfen iibereinstimmen; sonst sind Uber-
schneidungen und Beriithungen ausgeschlossen.

32



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

Eine Kurve C' heilit stetig differenzierbar, wenn es eine Parameterdarstellung
7= 7(u), a<u<b (3.2)
gibt, die stetig differenzierbar ist und fiir die

t(u) = Or(u) #0 firalle wu € [a,0] (3.3)
ou

gilt. Der Vektor £(u) heift Tangentenvektor an C im Punkt 7"(u). Ist C' geschlossen,
so wird zusitzlich noch #(a) = #(b) gefordert. Jede solche Parameterdarstellung
wird als zuldssig bezeichnet. C' heilt stiickweise stetig differenzierbar, wenn C'
sich aus endlich vielen aneinander anschlieBenden stetig differenzierbaren Kurven
zusammensetzt.

Aus (3.3) folgt, dass eine stetig differenzierbare Kurve in jedem Punkt 7(u)
eine eindeutige Tangentenrichtung

besitzt, die durch den Tangenteneinheitsvektor t,(u) gegeben ist. Man kann zei-
gen, dass die Tangentenrichtung unabhéngig von der Wahl der zulédssigen Parame-
terdarstellung ist. Die Tangentenrichtung ist daher eine geometrische Eigenschaft
der Kurve.

Die Gleichung

T.: 7(v)=7(u)+ vt(u), —00 < v < 00

ist eine Parameterdarstellung der Tangente T, an C' im Punkt 7"(«). Die Menge der
Punkte auf der Tangente bildet einen affinen Teilraum des L.

Ortsvektor und Tangentenvektor konnen in Koordinaten beziiglich einer Basis
in Komponenten zerlegt werden. Zum Beispiel hat man in kartesischen Koordina-

ten (z(u),y(u), 2(u))

—

m(u) = x(u)é; +y(u)e, + z(u)e,

. or(u de(u) ,  dy(u) ., dz(u)
tu) = a(u): dgt>€$+ di)eﬁ d(u>ez'

3.4)

Die kartesischen Koordinaten des Tangentenvektors #{u) kénnen durch Differen-
tiation der kartesischen Koordinaten des Ortsvektors 7(u) nach dem Parameter
u gewonnen werden. Dieser Zusammenhang gilt nur in kartesischen Koordi-
naten. Verwendet man ein anderes Koordinatensystem, so ist zu beachten, dass
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die Basisvektoren im allgemeinen ortsabhingig sind und deshalb mitdifferenziert
werden miissen. Bei der Berechnung des Tangentenvektors £{u) in anderen als in
kartesischen Koordinaten ist deshalb Vorsicht geboten. So hat man zum Beispiel
in Zylinderkoordinaten (p(u), ¢(u), 2(u))

(u) = p(u)ép(go(u)) + z(u)e,

oy — O70)
ou
= L0, (o) + ol 2 L o) + e

Man kann leicht nachpriifen, dass

%ep(so) = ()

gilt. Insgesamt erhélt man fiir den Tangentenvektor in Zylinderkoordinaten also

de(u) N dz(u)

dp(u) c c
du ¥ du 7’

t(u) = ng + p(u)

(3.5)

wobei die Ortsabhingigkeit der Basisvektoren aus Griinden der Ubersichtlichkeit
unterdriickt wurde.
Mit analogen Uberlegungen findet man in Kugelkoordinaten (r(u), 9(u), ¢(u))

7(u) = r(u)e,(9(u), ¢(u)),

d dv d
— g(;) & +r(u) dELU) €y + r(u)sinv(u) g(pi;u) Ep- (3.6)

3.1.1 Kurvenintegral

Wir befassen uns im folgenden mit stetig differenzierbaren doppelpunktfreien
Kurven. Wir wollen versuchen, solchen Kurven eine Bogenldnge zuzuordnen. Da-
zu fithren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein und wihlen eine spezielle
Parameterdarstellung mit x als Parameter, sieche Abb. 3.1. Bedingung (3.3) garan-
tiert, dass sich mindestens lokal immer die in Abb. 3.1 gezeigte Situation herstel-
len ldsst, wie man zeigen kann. Die Parameterdarstellung lautet dann

r(x) = ze, + f(x)e, + g(x)e, a<z<b,
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AZ

/.

Bild 3.1: Integration entlang einer Kurve.

-
X

mit stetig differenzierbaren Funktionen f(z) und g(z). Der zugehérige Tangen-
tenvektor lautet

i) =T _ ot @ + ()

wobei mit f,(x) und g,(z) die Ableitungen der Funktionen f(z) und g(x) nach x
gemeint sind.
Wir fiihren eine Zerlegung Z von C' in n Teilabschnitte mit Hilfe der Teil-
punkte
7 = (), A=) <11 <...<Tp_1<T,=2>b

ein. Dabei ist
0(Z) = max (x; — ;1)

i=1,...,n

der Feinheitsgrad der Zerlegung. Wir wihlen in jedem Teilabschnitt einen Punkt
(&), xio1 < & < x;. Es sei Tg, die Tangente an C' im Punkt 7(;). Wir betrachten
jenes Stiick der Tangente, welches zwischen den Ebenen x = x;_; und x = z;
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liegt und die Linge As; besitzt. Die Summe

n
S~ E As;
i=1

kann als Niherung fiir die Bogenldnge s von C angesehen werden. Dabei wird die
Niherung umso besser sein, je feiner die Zerlegung Z gewihlt wurde. Deshalb
betrachten wir eine Folge {Z;, Z5, Z3, . . .} von Zerlegungen, deren Feinheitsgrad
d(Z;) gegen Null konvergiert, und definieren

s = lim ZAS,» = fds. 3.7
i=1

Die Schreibweise mit dem Integralzeichen soll zum Ausdruck bringen, dass die
Bogenlinge als Grenzwert einer Summe definiert ist.

Als nichstes muss untersucht werden, ob der Grenzwert tatsidchlich existiert.
Aus Abb. 3.1 entnimmt man den Zusammenhang

As; cos acos B = Aux;.

Dabei ist t;y = é, + f.(x) €, und

— —

Eotyy Loy @€ 1
cosacosff= =22 T — = .
[£] [Eau] [t ia
Damit bekommt man aus (3.7)
5=, Jm OZ Asi = lim OZ |i(&)| A, (3.8)

Aufgrund der getroffenen Voraussetzungen iiber die stetige Differenzierbarkeit
von (' ist

‘F(x)‘ = \/1 + fo(2)? + go(2)?
eine auf a < z < b stetige Funktion. Aus der Theorie der Riemann’schen Integrale

ist bekannt, dass in diesem Fall der Grenzwert (3.8) unabhiingig von der Wahl der
&; existiert und mit dem entsprechenden Integral iibereinstimmt. Also gilt

s:fds:f‘ﬂx)‘ dzx. (3.9
C

a

Dadurch konnte das Problem der Bogenldngenberechnung auf ein gewohnliches
Integral zuriickgefiihrt werden. Das Symbol d s nennt man skalares Linienele-
ment. Obwohl wir bei der Herleitung von einer speziellen Parameterdarstellung
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ausgegangen sind, kann man zeigen, dass der Wert des Intgrals (3.9) ganz unab-
hingig von der Wahl einer zuldssigen Parameterdarstellung ist. Fiir das skalare
Linienelement gilt deshalb

o7 (u)

ds = [t{(u)| du = 5

du. (3.10)

Auf analoge Weise kann man das Kurvenintegral iiber ein auf der Kurve definier-
tes, stetiges Skalarenfeld A(7) erkliren. Es gilt

Def

f)\(F) ds = (lim Z)\iASZ' = j)\(F(u)) }f(u)’ du. (3.11)
c i=1

Das Kurvenintegral iiber ein Skalarenfeld ist unabhingig von der Orientierung der
Kurve,

fmmdSZIAﬁmu.

Wenn man zum Beispiel A(7) als eindimensionalen Ladungsbelag auf der Kurve
auffasst, gilt fiir die gesamte auf der Kurve verteilte Ladung

QKU:fAd&
C

Es ist klar, dass die Ladung Q)(C') nicht vom Durchlaufsinn der Kurve abhingen
darf.

Eine besonders wichtige Rolle in der elektromagnetischen Feldtheorie spielt
das Arbeitsintegral, ausgehend von einem auf der Kurve definierten stetigen Vek-
torfeld a. Es gilt

n b
G i SS g As - [ a(F) - i
J}Kﬂ-dr——éégloggath“ﬁa !a@(un #lu) du. 3.12)

Der Begriff des Arbeitsintegrals stammt aus der Mechanik. Sofern man a als
Kraftfeld ansieht, ist @; - ﬂ),i As; die Arbeit, die von der konstanten Kraft @; an
einem Probekorper verrichtet wird, der sich um As; entlang der Tangente bewegt.
Das Arbeitsintegral liefert deshalb die Arbeit, die das Kraftfeld an einem Pro-
bekorper verrichtet, wenn er lings der Kurve C' bewegt wird. Ist das Ergebnis
negativ, so muss Energie von aullen aufgewendet werden, um den Korper lings
der Kurve bewegen zu kénnen.

In (3.12) ist d7” das vektorielle Linienelement. Fiir das vektorielle Linienelement
gilt

_ 0rw)

d7 = t(u) du = d 3.13
7 =t(u) du Gy du (3.13)
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und es hingt mit dem skalaren Linienelement geméaf3

L t(u) o -
dr=—= w)| du = to(u) ds

zusammen. Man kann das vektorielle Linienelement deshalb als einen Vektor auf-
fassen, dessen Richtung mit der Richtung des Tangentenvektors iibereinstimmt,
und dessen Betrag gleich dem skalaren Linienelement ist.
Das Arbeitsintegral wechselt sein Vorzeichen, wenn die Orientierung der Kur-

ve umgekehrt wird,

fa(f) dF = — f a(r) - dr.

c —-C
Arbeitsintegrale tiber geschlossene Kurven haben in der Vektoranalysis eine be-
sondere Bedeutung. Um solche Integrale auffillig zu kennzeichnen, schreibt man

P -dar st [ a@)-dr,

C C

falls es sich bei C' um eine geschlossene Kurve handelt, 0C' = ().

Das schrittweise Vorgehen bei der Berechnung von Kurvenintegralen ist am
Beispiel des Kreisumfangs in Tabelle 3.1 noch einmal zusammengestellt.

Die Definitionen der Kurvenintegrale lassen sich unmittelbar auf stiickweise
stetig differenzierbare Kurven tibertragen. Setzt sich C' aus endlich vielen stetig

differenzierbaren Kurven (7, . . ., C) zusammen, so setzt man
Def
[ g [
C C1 C

Ahnlich kann man vorgehen, wenn die Integranden stiickweise stetig sind.

3.1.2 Beispiele

Beispiel 1: Berechnung der elektrischen Spannung aus dem elektrischen Feld

Gegeben ist das elektrische Feld
= E
E(f) = 5 (-yé +xé)

in kartesischen Koordinaten (z,y, z). Es soll die elektrische Spannung entlang
einer Kurve vom Punkt (R,0,0) zum Punkt (0, R,0) berechnet werden, wenn
man sich a) entlang eines Viertelkreises mit Radius 2, b) geradlinig bewegt.
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Tabelle 3.1: Schrittweises Vorgehen bei der Berechnung von Kurvenintegra-
len am Beispiel des Kreisumfangs

Formulierung

s:jds

C

Kurve C spezifizieren

7(u) = R(cosué, + sinué,)

Grenzen angeben

a=0,b=27

oyl

= Or(u) bilden, damit d+
ou

(u

~—

t(u) = R(—sinué, + cosu ),

= t{u) du. Ggfs. auch ]f(u)} und ]f(u)] = R,

ds = ’f(u)‘ du bilden. ds = Rdu
2m

Gewohnliches Integral im Parame- | s = IRdu

terbereich aufschreiben. 0

7(u) in Integrand einsetzen, ggfs. | entfillt

Skalarprodukt auswerten.

Gewohnliches Integral berechnen. | s =27 R
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Zu a): Verwenden wir fiir den orientierten Viertelkreis C'; die Parameterdarstel-
lung

F(u):R(cosu€x+sinu€y), 0<u<m/2,
so ergibt sich
a—l
dr = Or(u) du = R(—sinué, + cosué,) du
Ju
sowie .
E(7(u)) = E,(—sinué, + cosué,)
und damit

uey = | E-dr

1

Q

w/2

E,R f (sin® u + cos® u) du
0
w/2

— ER f du = EORg.
0

Zu b): Verwenden wir fiir die orientierte Strecke C'y die Parameterdarstellung

7(u) = R((1 — u) &, + ug,), 0<uc<l,
so ergibt sich
L _ 0r(u) -
dif = ——du = R(—é, +¢é,) du
sowie .
E(f(u) = Ey(—ué, + (1 —u) &)
und damit

U(Cg):fﬁ-df
C:

2

EORJ((—U)(—l) +(1—u)du

1
— EORfdu — E,R.
0

Offfenbar ist U(C4) # U(Cy)! Die elektrische Spannung hingt im allgemeinen
also nicht nur vom Anfangs- und vom Endpunkt, sondern auch von der Wahl der
Verbindungskurve ab.
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Beispiel 2: Berechnung der Bogenliinge einer Schraubenlinie

Es soll die Bogenlinge einer Windung der Schraubenlinie mit Radius R und
Ganghohe 27h berechnet werden.

Eine zulédssige Parameterdarstellung fiir eine Windung der Schraubenlinie lautet
in kartesischen Koordinaten

xz(u) = Rcosu, y(u)= Rsinu, =z(u)=hu, 0<u<2n.
Mit (3.4) ergibt sich daraus fiir den Tangentenvektor
t(u) = —Rsinueé, + Rcosué, + he,.
Fiir das skalare Linienelement ist dann
ds = ‘f(u)‘ du=VR2 +h2du

und fiir die Bogenlédnge
2w
s = fds =VvVR?+ hQIdu =21V R? + h2.
c 0

Man hitte auch von einer Parameterdarstellung in Zylinderkoordinaten ausgehen
konnen, namlich
plu) =R, ou)=u, z(u)=huy, 0<u<2m.
Aus Gleichung (3.5) erhilt man fiir den Tangentenvektor
tlu) = Ré, + heé,.

Hieraus ergibt sich dasselbe skalare Linienelement und dieselbe Bogenlidnge, wie
es sein muss.
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3.2 Flachenin £

Ahnlich zur Vorgehensweise im Abschnitt 3.1 wollen wir Flichen im allgemei-
nen durch Parameterdarstellungen charakterisieren. Eine Raumkurve kann man
sich durch stetige Verformung einer geraden Linie erzeugt denken, eine Fliche im
Raum durch stetige Verformung einer ebenen Fliche.

Wir betrachten dazu einen zweidimensionalen Bereich B, den Parameterbe-
reich. Er tritt an die Stelle des Parameterintervalls [a,b] C R aus Abschnitt 3.1.
Wir stellen folgende Anforderungen an B:

e Bisteine Teilmenge des zweidimensionalen Raumes R?. Das Innere B\OB
ist nicht leer.

e [istabgeschlossen und beschrinkt. Abgeschlossen bedeutet, dass der Rand
OB in B enthalten ist. Diese Forderung ist die zweidimensionale Entspre-
chung fiir ein abgeschlossenes endliches Intervall.

e Der Bereich soll sich durch endlich viele Schnitte parallel zu den Koordina-
tenachsen in Normalbereiche erster und zweiter Art einteilen lassen, Abb.
3.2. Die Einteilung in Normalbereiche ist nicht eindeutig.

B C R? heift Normalbereich erster Art, wenn
B={(u,v)] a<u<b, c(u)<v<du)}

mit stetig differenzierbaren Funktionen c(u) < d(u) gilt. Entsprechend
heifit B C R? Normalbereich zweiter Art, wenn

B={(u,v)| aw)<u<b), c<v<d}
mit stetig differenzierbaren Funktionen a(v) < b(v) gilt.

Ein Bereich, der diese Eigenschaften besitzt, heif3t reguldr. Damit konnen wir nun
Flachen mit folgender Parameterdarstellung beschreiben:

A:B — Es: (u,v) — 7 =71(u,v). (3.14)

Hilt man einen der beiden Parameter fest, entstehen Kurven auf A, die sogenann-
ten Parameterlinien. Es gibt die beiden Kurvenscharen

7= r(u,v), u-Linien,

7= (u,v), v-Linien.

Eine Fliche A heillt stetig differenzierbar, wenn es eine Parameterdarstellung
(3.14) gibt, die folgende Forderungen erfiillt:
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1. Die Parameterlinien C,,, C), sind stetig differenzierbar.

2. Die Tangentenvektoren

- or = or’
tu(u,v) = 7“;712@) und £, (u,v) = % (3.15)
sind in jedem Punkt linear unabhéngig,
fi(u,v) = ty(u,v) x ty(u,v) # 0 firalle (u,v)€ B. (3.16)

Der Vektor 7i(u, v) heiBt Normalenvektor an A im Punkt 7(u, v).

3. Die Parameterdarstellung (3.14) braucht nicht umkehrbar eindeutig zu sein.
Falls es Parameterwerte (u1,v1) # (ug,vo) mit #(uy, v1) = 7(ug, v2) gibt,
so wird zusitzlich noch 7i(uy, v1) = 7i(us, v9) gefordert.

Jede solche Parameterdarstellung wird als zuldissig bezeichnet. A heilt stiickweise
stetig differenzierbar, wenn A sich aus endlich vielen aneinander anschlieenden
stetig differenzierbaren Flichen zusammensetzt.

Aus (3.16) folgt, dass eine stetig differenzierbare Fliche in jedem Punkt 7(u, v)
eine bis auf das Vorzeichen eindeutige Normalenrichtung

fo(u,v) = +——"-=%

besitzt, die durch den Normaleneinheitsvektor 7i,(u) gegeben ist. Um das Vor-
zeichen eindeutig festzulegen, ist es sinnvoll, der Fliche A eine Orientierung zu

Ay

Bild 3.2: Links: Normalbereich erster Art. ¢(u) < d(u) sind stetig differen-
zierbare Funktionen. Rechts: Normalbereich zweiter Art. a(v) <
b(v) sind stetig differenzierbare Funktionen.
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erteilen, indem man auf A einen Umlaufsinn auszeichnet. Die Orientierung von
A soll sich mit der Normalenrichtung zu einer Rechtsschraube ergéinzen, der Ori-
entierung von F5. Man kann zeigen, dass die Normalenrichtung unabhéngig von
der Wahl der zulidssigen Parameterdarstellung ist. Die Normalenrichtung ist daher
eine geometrische Eigenschaft der Fliche.

Es sei noch bemerkt, dass sich nicht allen Fldchen, die sich aus mehreren Fli-
chenstiicken des hier betrachteten Typs aufbauen lassen, eine Orientierung ertei-
len ldsst. Ein Beispiel fiir eine nicht orientierbare Fliche bildet das Mobius’sche
Band, das sich am einfachsten durch einen einmal umgeschlagenen Giirtel veran-
schaulichen ldsst. Nicht orientierbare stetig differenzierbare Flichen sind dadurch
charakterisiert, dass es auf ihnen geschlossene Kurven gibt, so dass der Norma-
leneinheitsvektor 77, in einem Kurvenpunkt bei einem Umlauf stetig in den ent-
gegengesetzten Einheitsvektor —1i, tibergeht. In diesem Fall ist es nicht moglich,
die Seiten der Fliche zu unterscheiden.

Die Gleichung

T(%U) : F(:u’ V) = F(u’ U) + :Ut_;(u> U) + Vt_;)(u> U)a (,U> V) e R’

ist eine Parameterdarstellung der Tangentialebene T\, ,y an A im Punkt 7(u,v).
Die Menge der Punkte in der Tangentialebene bildet einen affinen Teilraum des
E3.

Die Tangentialebene 7, ) wird von den Tangentenvektoren an die Parame-
terlinien im Punkt 7°(u, v) aufgespannt. Die Tangentenvektoren an beliebige stetig
differenzierbare Kurven, die in der Fliche liegen und durch den Punkt 7(u, v) ge-
hen, liegen in der Tangentialebene. Man kann nimlich zeigen, dass solche Kurven
lokal eine Parameterdarstellung der Form

7(t) = 7(u(t),v(t))

besitzen, mit stetig differenzierbaren Funktionen () und v(¢). Aus der Kettenre-

gel folgt dann 1 1
- - U - v

t(t) - tu(”? U)E + tv(“? U)Ea
womit die Behauptung gezeigt ist.

Beispiele fiir Flichen, die in der elektromagnetischen Feldtheorie hiufig auf-
treten, sind Koordinatenflaichen von Zylinder- und Kugelkoordinaten. Wie schon
im Abschnitt 2.4.3 erldutert bricht das Kugelkoordinatensystem an den Polen
der Kugel zusammen. Dort ist die Zulédssigkeit der Parameterdarstellung gestort.
Es lidsst sich iibrigens mit tiefergehenden mathematischen Hilfsmitteln beweisen,
dass es keine zuldssige stetig differenzierbare Parameterdarstellung fiir die ganze
Kugel gibt.
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Bild 3.3: Oberfliche eines Torus

Ein anderes Beispiel fiir eine stetig differenzierbare Fldche ist die Oberfliche
eines Torus, die in kartesischen Koordinaten (z, y, z) die Parameterdarstellung

z = (R+rcosu)coswv,
y = (R+rcosu)sinwv, 0<wu,v<2rm (3.17)

z =rsinu,

besitzt, Abb. 3.3. Diese Parameterdarstellung ist zuléssig.

3.2.1 Integrale im Parameterbereich

Die wesentliche Idee bei der Definition von Integralen tiber Flichen im Raum be-
steht darin, diese Integrale auf zweidimensionale Integrale im Parameterbereich
zuriickzufiihren. Diese Integrale sind aus der Grundvorlesung Mathematik be-
kannt und sollen hier noch einmal kurz wiederholt werden.

Gehen wir von einer stetigen Funktion f(x,y) aus, die auf einem regulédren
Bereich B C R? definiert ist. Um das Integral

|f f,y) dedy

zu erkldren, geht man zweckmiBigerweise folgendermal3en vor:

e Die Funktion f(z,y) wird auBerhalb des Bereiches B durch die Nullfunk-
tion fortgesetzt,

ry - f(x>y) fur (xay) EB,
J(x.y) = {0 sonst.
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e Der Bereich B wird in ein Rechteck R eingebettet, dessen Kanten parallel
zu den Koordinatenachsen liegen,

BC B=[a,b] x [c,d] C R

e Wir zerlegen |[a, b] und [c, d] in m beziehungsweise n Teilintervalle,

a=x9 <x1 <...<Lp_1 <Tpy =,

c=yYo <Y1 < ...<UYp_1<Yp =d.
e Hierdurch ergeben sich m - n Rechtecke

Rij={(z,y) i1 <o <uz,yj1 <y <y},
1=1,....m;j=1,...,n.
e Wir wihlen nun in jedem Rechteck R;; einen Punkt (§;;, 7;;). Es gilt also
Tio1 < &y <y, Yi—1 < Mij < Y-

Die Menge, die aus den Rechtecken R;; und den Punkten (;;, 7;;) besteht,
bezeichnen wir als eine Zerlegung Z des Rechtecks R, mit

Aw; =z — x4, Ay; =yj — Yj-1-

Jeder Zerlegung Z von R ordnen wir die Riemann-Summe

S(f;2) =) > f(&yrmi) Az Ay,

i=1 j=1

und den Feinheitsgrad

zu. Die Riemann-Summe kann als Néherung fiir den Rauminhalt des Zy-
linderabschnittes mit der Grundfliche R angesehen werden, der zwischen
der Ebene z = 0 und der Fliche z = f(z,y) liegt. 6(Z) ist die maximale
Diagonalenlénge der Rechtecke R;;.

e Betrachtet man eine Folge von Zerlegungen {7, Z5, Z3, ...}, deren Fein-
heitsgrad gegen Null konvergiert, dann konvergiert die Zerlegungssumme
unter den hier getroffenen Voraussetzungen (regulidrer Bereich B, stetige
Funktion f(z,y) auf B), gegen einen festen Wert. Dieser Wert wird als Ge-
bietsintegral von f liber B bezeichnet. Man verwendet die Schreibweise

jff(x,y) dycdyD:ef lim S(f;2). (3.18)
B

8(Zy)—0
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Das Gebietsintegral besitzt folgende Eigenschaften:

ff(Oéf"—ﬂg) dedy = afff drdy —|—ﬁffg dxdy, a,f€R, (3.19)
B B B

das ist die Linearitdt. Unter Monotonie versteht man

fa,y) <glay) Y@y eB = [[fdedy< [[gdrdy. (320)
B B

Zerlegt man den Integrationsbereich B in Teilbereiche B, Bs, dann gilt die Ad-

ditivitdit
fj fdxdy = jf fdxdy+ jf f dxdy. (3.21)
B B B»
SchlieBlich gilt der Mittelwertsatz,
emeB: [ fdedy=f&n) [[dedy. (3.22)
B B

Es gibt also in Abb. 3.4 stets eine volumengleichen Zylinderabschnitt, der durch
die Ebenen z = O und z = f(¢,n) begrenzt wird.

Zur Berechnung von Mehrfachintegralen geht man normalerweise nicht von
der Definition (3.18) aus, sondern fiihrt sie auf geschachtelte gewohnliche Integra-
le zuriick. Dazu zerlegt man den Bereich B in Normalbereiche erster und zweiter
Art, was aufgrund der Voraussetzungen iiber regulidre Bereiche immer moglich ist.
Abb. 3.2 zeigt solche Normalbereiche. Unter Ausnutzung der Additivitét (3.21) er-
gibt sich das Integral als Summe der Integrale iiber die Normalbereiche. Fiir einen
Normalbereich erster Art gilt

b [ d(x)
ff f(z,y) dedy = f f f(z,y) dy | d=, (3.23)
B a \c(z)
fiir einen Normalbereich zweiter Art
d [ by)
fj flz,y) dedy = j j f(z,y) dz | dy. (3.24)
B ¢ \a()

Dieser Sachverhalt wird auch als Satz von Fubini bezeichnet. Daraus folgt auch,
dass man bei festen Grenzen die Integrationsreihenfolge vertauschen darf,

j <J f(z,y) dy) dx :j <I f(z,y) d:v) dy.

a c
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(%.Y)

>

a’ b’ X

Bild 3.4: Integration einer Funktion f(z,y) iiber einen Rechteckbereich R.

3.2.2 Flachenintegral

Wir befassen uns im folgenden mit stetig differenzierbaren Flichen. Wir wollen
versuchen, solchen Flichen einen Flicheninhalt zuzuordnen. Dazu fithren wir ein
kartesisches Koordinatensystem ein und wihlen eine spezielle Parameterdarstel-
lung mit (z,y) als Parameter, siche Abb. 3.5. Bedingung (3.16) garantiert, dass
sich mindestens lokal immer die in Abb. 3.5 gezeigte Situation herstellen 1isst,
wie man zeigen kann. Die Parameterdarstellung lautet dann

(@, y) = x€, + ye, + f(x,y)e., (x,y) € B,

mit einer stetig differenzierbaren Funktion f(z,y) und einem reguliren Bereich
B. Der zugehorige Normalevektor lautet

_Orxy) | Orla,y)

+7i(z) e o

= _fx(x>y)€x - fy(x>y)€y + €,

wobei mit f,(z,y) und f,(z,y) die partiellen Ableitungen der Funktion f(z,y)
nach z beziehungsweise y gemeint sind.

Wir fithren die im Abschnitt 3.2.1 erlduterte Zerlegung Z des Bereiches B
ein. Es sei T(¢,, ;) die Tangentialebene an A im Punkt 7({;;, 7;;). Wir betrachten
jenes Stiick der Tangentialebene, welches von den Ebenen z = z;,_; und z = z;,
beziehungsweise y = y,_; und y = y; begrenzt wird und den Flicheninhalt AA;;

besitzt. Die Summe o
A=A,

i=1 j=1
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Bild 3.5: Integration iiber eine Fliche.
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kann als Niherung fiir den Flicheninhalt A angesehen werden. Dabei wird die
Néherung umso besser sein, je feiner die Zerlegung Z gewihlt wurde. Deshalb
betrachten wir eine Folge {Z;, Z5, Z3, . . .} von Zerlegungen, deren Feinheitsgrad
d(Zy) gegen Null konvergiert, und definieren

N zséfioZ Z Ady; = jf a4 (3.25)

Die Schreibweise mit dem Integralzeichen soll zum Ausdruck bringen, dass der
Flacheninhalt als Grenzwert einer Summe definiert ist.

Als nichstes muss untersucht werden, ob der Grenzwert tatsdchlich existiert.
Aus Abb. 3.5 entnimmt man den Zusammenhang

AAZ]’ COS Oé| = ARZ]
Dabei ist
n .
|cosal = —— = —
n
Damit bekommt man aus (3.25)
Def
= hm AA;; = hm (&, mii )| Az A 3.26
i 350 g 3 Sl G20

Die rechte Seite von Gleichung (3.26) ist die Riemann-Summe S(|77| , Z), so dass
wir (3.26) auch in der Form

A= lim S(Jil,Z2) (3.27)
8(Zk)—0

schreiben konnen. Aufgrund der getroffenen Voraussetzungen iiber die stetige
Differenzierbarkeit von A ist

iz, 9| = /14 ol 9)? + fyla.y)? (3.28)

eine in R stetige Funktion. Aus der im Abschnitt 3.2.1 erlduterten Theorie der
Gebietsintegrale ist bekannt, dass in diesem Fall der Grenzwert (3.27) unabhéngig
von der Wahl der (&;;, 7;;) existiert und mit dem entsprechenden Integral iiberein-
stimmt. Also gilt

A= HdA - ﬂ l7i(z, y)| dzdy. (3.29)
A B

Dadurch konnte das Problem der Flicheninhaltsberechnung auf ein Gebietsin-
tegral im Parameterbereich zuriickgefiihrt werden. Das Symbol d A nennt man
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skalares Fldchenelement. Obwohl wir bei der Herleitung von einer speziellen Pa-
rameterdarstellung ausgegangen sind, kann man zeigen, dass der Wert des Intgrals
(3.29) ganz unabhingig von der Wahl einer zuldssigen Parameterdarstellung ist.
Fiir das skalare Flichenelement gilt deshalb

Or(u, v) " Or(u, v)
ou ov

dA = }ﬁ(u,v) X ﬂ,(u,v)} dudv = dudw. (3.30)

Auf analoge Weise kann man das Flidchenintegral iiber ein auf der Fliche definier-
tes, stetiges Skalarenfeld () erklidren. Es gilt

Def . S~
[J A7) dA = 5(;1:)202-21]'21)\”AAU
- If)\(f’(u,v)) |7 (u, v)| dudo. (3.31)
B

Das Fliachenintegral iiber ein Skalarenfeld ist unabhéngig von der Orientierung
der Fliche,

[ 2@ da= {[a@) da.

A —A

Wenn man zum Beispiel A(7) als zweidimensionale Ladungsbelegung auf der Fli-
che auffasst, gilt fiir die gesamte auf der Fliche verteilte Ladung

Q(A) = H A dA.

Es ist klar, dass die Ladung Q)(A) nicht vom Umlaufsinn der Fliche abhingen
darf.

Eine besonders wichtige Rolle in der elektromagnetischen Feldtheorie spielt
das Flussintegral, ausgehend von einem auf der Fliche definierten stetigen Vek-
torfeld a. Es gilt

[[a-aa™ i SN Gy - fios AAy

A i=1 j=1

= ff a(m(u,v)) - ii(u,v) dudo. (3.32)

B

Der Begriff des Flussintegrals stammt aus der Hydrodynamik. Sofern man a als
Stromungsfeld einer Fliissigkeit oder eines Gases ansieht, ist d;; - 7o ;; AA;; die
Stoffmenge, die mit der konstanten Geschwindigkeit @;; je Zeiteinheit durch das
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Flachenstiick A A;; transportiert wird. Das Flussintegral liefert deshalb die gesam-
te Stoffmenge, die pro Zeiteinheit durch die Fliche A flief3t.
In (3.32) ist d A das vektorielle Flichenelement. Fiir das vektorielle Flichenele-
ment gilt

or(u)  Or(u)

+dA =1, E = .
d tu(u,v) X t,(u,v) dudv 5 X 5 du dv, (3.33)

und es hingt mit dem skalaren Flichenelement gemif3

g _1; ) E;) ) T T
+dA = H(u v) X q(u v) |tu(u, v) X Ty (u,v)| dudv
} u(u,v) X tv(u,v)}

~

~

= fip(u,v) dA

zusammen. Man kann das vektorielle Flachenelement deshalb als einen Vektor
auffassen, dessen Richtung mit der Richtung des Normalenvektors iibereinstimmt,
und dessen Betrag gleich dem skalaren Fldchenelement ist.

Das Flussintegral wechselt sein Vorzeichen, wenn die Orientierung der Fldche

umgekehrt wird,
H (i) - dA=— H () - dA.
A —A
Die Orientierung der Fldche legt die Richtung des Normalenvektors und damit
den Bezugssinn des Flusses fest.
Flussintegrale iiber geschlossene Flichen haben in der Vektoranalysis eine be-
sondere Bedeutung. Um solche Integrale auffillig zu kennzeichnen, schreibt man

{faw-ad sae  [{a@-d4,

A

falls es sich bei A um eine geschlossene Fliche handelt, 9)A = (). Geschlosse-
ne Flachen werden iiblicherweise so orientiert, dass die Normalenvektoren nach
auflen zeigen.

Die Definitionen der Flachenintegrale lassen sich unmittelbar auf stiickweise
stetig differenzierbare Flichen iibertragen. Setzt sich A aus endlich vielen stetig

differenzierbaren Flichen Ay, ..., A, zusammen, so setzt man
Def
[or B [ [
A Aq Ag
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3.2.3 Beispiele
Beispiel 1: Flicheninhalt einer Rotationsfléiche

Betrachtet wird eine stetig differenzierbare Kurve in der xz-Ebene eines kar-
tesischen Koordinatensystems. Gegeben ist eine zuldssige Parameterdarstellung
durch die Funktionen z(u) und z(u) mit z(u) > 0, a < u < b. Durch Rotation
dieser Kurve um die z-Achse entsteht eine Rotationsfliiche. Man gebe eine zuléssi-
ge Parameterdarstellung der Rotationsfliche an und berechne ihren Flicheninhalt.

Eine zuldssige Parameterdarstellung der Rotationsfliche lautet

x(u,v) = x(u) cosv,
y(u,v) = z(u)sinv, a<u<b 0<wv<2m.

z(u,v) = z(u),

Daraus bekommt man fiir den Normalenvektor in kartesischen Koordinaten

- " x,(u) cosv — z(u) sinv
+ii(u,v) = or(u,v) X oru, v) = | z,(u)sinv | x x(u) cosv
ou ov () 0
—2zy(u) cosv
=z(u) | —zy(u)sinv

und fiir seinen Betrag

|7 (u,v)| = x(u)\/22(u) + 22(u) > 0.

Fiir den Flacheninhalt gilt dann

2

A= IfdA = f (Ix(u)\/x%(u) + 22(u) du) dv

b

= QWIx(u)\/x%(u) + 22(u) du.

a

Beispiel 2: Flicheninhalt der Kugeloberfliche

Eine Kugeloberflache kann durch Rotation eines Kreisbogens vom Radius R mit
der zuldssigen Parameterdarstellung

x(u) = Rcosu, } B

Do
IN
IS
IN

ISR

z(u) = Rsinu,
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erzeugt werden. Aus dem Resultat fiir die Rotationsfliche folgt

A RCOSU\/R2 sin®u + R2cos?u du

Il

B

3
—

[SIE]

INE

cosu du = 2rR?sinu = 47 R?.

I

B

3

=
o

[SIE]

[SIE]

Bemerkung: Fiir v = +7/2 ist z(u) = 0. Bei der Parameterdarstellung der Rota-
tionsfliche wurde aber x(u) > 0 vorausgesetzt, um Zuldssigkeit sicherzustellen.
Man hitte den Parameterbereich zunéchst auf

7T+ <y <
—+e<u<s - —¢
2 - T2

mit € > 0 einschrénken konnen. Da der Integrand jedoch fiir u = 0O stetig ist, ldsst
sich die obige Rechnung durch den Grenziibergang ¢ — 0 rechtfertigen. Ahnlich
kann man in analogen Situationen schlie3en.

Beispiel 3: Flicheninhalt der Torusoberfléiiche

Die Parameterdarstellung (3.17) entsteht durch Rotation eines Kreises

=R+ rcosu,

z =rsinu,

} 0<u<2r

um die z-Achse. Aus dem Resultat fiir die Rotationsfliche folgt

2m
A= QWI(RJrrcosu)\/r? sin®u + r2 cos? u du

0
2

= QWTI(R +rcosu) du = 47> Rr.

0

Beispiel 4: Flicheninhalt einer Kugelkalotte

Ein zur z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems koaxialer Zylinder vom
Radius a schneidet aus einer zum Ursprung konzentrischen Kugel vom Radius
R > a zwei Kugelkalotten heraus. Es ist der Flicheninhalt einer solchen Kugel-
kalotte zu berechnen.

54



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

Wir verwenden Kugelkoordinaten (r,,¢). Damit ldsst sich auf sehr einfache
Weise eine Parameterdarstellung der Kugelkalotte angeben,

r=R, 0<0<d, 0<¢p<2r

mit a
sin g = = (Skizze!).

Fiir den Normalenvektor gilt

—

Z‘:'ﬁ::tﬁ X t(p :g§g¢é'19 X ézp
= §99p €r = R?sin 9é,.

Hierbei wurden die Werte fiir die MaBistabskoeffizienten auf einer Kugelschale
r = R aus Abschnitt 2.4.3 verwendet. Fiir das vektorielle Flichenelement einer
Kugelschale mit Radius R gilt daher die wichtige Beziehung

+dA = R?sind dddyé.,.

Das Vorzeichen ergibt sich aus der Orientierung der Kugelschale, die in der Auf-
gabenstellung nicht festgelegt wurde. Fiir den Flidcheninhalt bekommt man damit

A= HdA = R } (Tsmﬁ dcp) 44
A 0 1900

= 2 R? f sin® d¥ = —27R? cos v
0

2
=27 R*(1 — cos ) = 27 R (1 —1/1- %) .

Bemerkung: Bei der Berechnung des vektoriellen Flichenelementes von Koordi-
natenflachen in krummlinigen orthogonalen Koordinaten kann man immer so wie
im Beispiel vorgehen. Die Resultate fiir Kreiszylinder-Koordinaten und Kugelko-
ordinaten sind in Tabelle 3.2 zusammengestellt.

Yo
0

Beispiel 5: Fluss eines Vektorfeldes durch eine Sattelfléiche

In kartesischen Koordinaten ist das Vektorfeld v = (y,z,2? + 1) gegeben. Es
soll der Fluss ¥ des Vektorfeldes durch den innerhalb des Zylinders 22 + 3* < 1
liegenden Teil der Sattelficiche = = xy berechnet werden, Abb. 3.6.
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Tabelle 3.2: Vektorielle Flichenelemente fiir die Koordinatenflichen von
Kreiszylinder- und Kugelkoordinaten. Kreiszylindermintel und

Kugeloberflichen treten in den Anwendungen hiufig auf.

Kreiszylinder-Koordinaten (p, ¢, z)

id/Y:p dpdze,

Kreiszylindermintel =

Halbebenen p=c | £ dA =dzd p ey

Ebenen z=cy | £dA= pdpdyeé,
Kugelkoordinaten (7,1, ¢)

Kugeloberfliichen r=c¢ | £dA=r%sin?Y dddyeé,
Kreiskegelmintel Y =cy | £ dA = rsind dpdreéy
Halbebenen p=rcs | £dA =7 drdy €y

Bild 3.6: Ausschnitt aus einer Sattelfliche
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Wir verwenden Zylinderkoordinaten. In Zylinderkoordinaten lautet die Gleichung
der Sattelflache

2
zzp%osgpsingpz%sin&p, 0<p<1, 0L p<2m.

Fiir den Ortsvektor gilt

2
- - P -
) = peylp) + 5 sin2pe,
und fiir die Tangentenvektoren
or
dp
or . S
9 pé,(p) + p*cos2¢pé..

= é’p(gp) + pSiIl 290 gzu

Dabei wurde

dep(p) .
L)
verwendet. Fiir den Normalenvektor erhilt man
or or
n= 8_; X é = —p’sin2¢p €, — p* cos2p €, + pé..

Als nichstes rechnen wir das Vektorfeld in Zylinderkoordinaten um. Man be-
kommt
Uy = Uy COS Y + Uy SIN = Y COS ¢ + T SIn @
= psin g cos ¢ + pcos psin p = psin 2¢p,
Uy = —U; SIN Y + Uy COS Y = —psin? v 4 pcos? ¢
= p(cos® ¢ — sin® ) = pcos 2,

4

v, =22 +1= PZ sin?(2¢p) + 1.

Fiir den Fluss W durch die gegebene Fliche A erhélt man

U= ﬂa.d/i':jl (T(—p3+p£sin22cp+p> ng) dp
A 0

0

! 5
27rj<—p3+ %+p> dp
0
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3.3 Gebiete in £

Zum Abschluss iibertragen wir den Begriff des Gebietsintegrals auf den dreidi-
mensionalen Fall. Dazu betrachten wir einen dreidimensionalen reguldren Bereich
B, an den folgende Anforderungen gestellt werden:

e B isteine Teilmenge des dreidimensionalen Raumes R®. Das Innere B\OB
ist nicht leer.

e B ist abgeschlossen und beschrinkt.

e Der Bereich soll sich durch endlich viele Schnitte parallel zu den Koordi-
natenebenen in Normalbereiche einteilen lassen, sieche Abb. 3.7. B C R?
heiffit Normalbereich, wenn

B={(a,y,2)] a<a<b cz)<y<da), o(z,y) <z < lay))

mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢(z) < d(x) und ¢(z,y) < ¢ (x,y)
gilt. Gegebenenfalls miissen die Koordinaten geeignet vertauscht werden.

z=y(xy)

-

z=(x.y)

P X

Bild 3.7: Ridumlicher Normalbereich. Die Funktionen c(z) < d(x) und
¢(x,y) < (x,y) sind stetig differenzierbar.
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Wir gehen von einer stetigen Funktion f(z,y, z) aus, die auf einem reguldren
Bereich B C R3 definiert ist. Um das réiumliche Gebietsintegral

ff f(z,y,2) dedydz
B

zu erkldren, wird der Bereich B in einen achsenparallelen Quader () einbeschrei-
ben und f auBerhalb von B durch die Nullfunktion fortgesetzt. Als nédchstes wird
eine Zerlegung eingefiihrt, wobei Quader ();;;; an die Stelle der Rechtecke R;; tre-
ten. Das Gebietsintegral von f iiber B wird wieder als Grenzwert einer Riemann-
Summe definiert,

fj f(x,y,z) dedydz 2f Jim S(f; Z). (3.34)

8(Z)—0

Das raumliche Gebietsintegral besitzt die durch die Gleichungen (3.19) bis (3.22)
beschriebenen Eigenschaften, ndmlich Linearitit und Monotonie, Additivitdt be-
ziiglich des Integrationsbereiches, sowie Giiltigkeit des Mittelwertsatzes

3, n,() €B: H fdzdydz = f(€,n,0) H dezdydz.  (3.35)

Zur Berechnung von rdumlichen Gebietsintegralen zerlegt man den Bereich B in
Normalbereiche. Das Berechnung lédsst sich dann mit Hilfe des Satzes von Fubini
auf die Berechnung eindimensionaler Integrale zuriickfiihren. Fiir den in Abb. 3.7
dargestellten Fall gilt beispielsweise

Hf f(z,y,2) dxdydz:fb f (wfy f(x,y, 2 ) dy | dz. (3.36)
B a \cz) “o(zy)

Besonders einfach gestaltet sich die Integration fiir ein quaderformiges Gebiet.
Die Grenzen sind dann konstant, und die Integrationsreihenfolge darf beliebig
vertauscht werden.

Mit dem bislang Gesagten ist auch das Problem der Definition und Berech-
nung von Integralen iiber rdumliche Gebiete im dreidimensionalen Euklidisch-
affinen Raum FEj5 gelost, denn nach Einfiithrung eines kartesischen Koordinaten-
systems kann ein rdumliches Gebiet 1/ einfach mit dem Bereich B identifiziert
werden.

Um analog wie bei den Kurven und Flichen vorzugehen, und um auch andere
als kartesische Koordinaten zuzulassen, wollen wir auch rdumliche Gebiete im
allgemeinen durch eine Parameterdarstellung beschreiben. Sie lautet

V:B — E3: (u,v,w)— 7= 7(uv,w), (3.37)
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mit einem regulidren Parameterbereich B C R3. Hilt man zwei der drei Parameter
fest und variiert den dritten, entstehen Kurven in V', die Parameterlinien. Es gibt
die drei Kurvenscharen

Clow) 1 u— T =T(u,v,w), u-Linien,
Clww) 1 v 7= (u,v,w), v-Linien,
Cluw) 1w T = (u, v, w), w-Linien.

Ein rdumliches Gebiet V' heilt stetig differenzierbar, wenn es eine Parameterdar-
stellung (3.37) gibt, die folgende Forderungen erfiillt:

1. Die Parameterlinien C'(y, 1), C(w,u)> Cu,v) sind stetig differenzierbar.

2. Die Tangentenvektoren

o) = 20

£ (u, v, w) = W, (3.38)
v
w

sind in jedem Punkt linear unabhingig. Das ist genau dann der Fall, wenn
das Spatprodukt

plu, v, w) = (fu(u,v,w0) X o (u,0,w)) -ty (u,0,w) 0 (3.39)
fiir alle(u, v, w) € B ist.

3. Die Parameterdarstellung (3.37) braucht nicht umkehrbar eindeutig zu sein.
Falls es Parameterwerte (u1,v1,w;) # (ug,vs,wy) mit 7(uy, vy, wy) =
(g, v2, we) gibt, so wird zusitzlich noch p(uy, vy, wy) = p(ug, ve, ws)
gefordert.

Jede solche Parameterdarstellung wird als zuldssig bezeichnet.

Um zu einem Ausdruck fiir den Rauminhalt des Gebietes zu kommen, umge-
ben wir den Parameterbereich mit einem Quader () und fiihren eine Zerlegung in
Teilquader

Qijr = [ui, ui1] X [v7,Vj41] X [Wp; we1]
durch. Durch die Parameterdarstellung (3.37) bildet sich jeder Teilquader auf
ein Teilvolumen ab, welches im allgemeinen durch gekriimmte Flichen begrenzt
wird. Wir wihlen einen Punkt (u, v, w) im Inneren des Teilquaders und linearisie-
ren die Abbildung 7(u, v, w) um diesen Punkt,

Fu, v, w) & 7@, 0,0) + ty(u — ) + ty(v — 1) + fop(w — @).
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In dieser linearisierten Darstellung wird das Volumenelement durch ein Parallel-
epiped mit dem Rauminhalt

AVije = p(t, 0, W) (wir1 — us) (Vjp1 — V) (Wes1 — Wi)
= ,U(ﬂ, ’l_), ’U_])AUZA’U]AUJk

approximiert. Wir setzen noch p = 0 fiir solche Quader, die mindestens einen
Punkt enthalten, der nicht zu B gehort. Die Summe

V ~ ZAVM = Z,u (@, v, w) Au;Av;Awy,

0,7,k 1,5,k

kann als Niherung fiir den Rauminhalt V' angesehen werden. Dabei wird die Ni-
herung umso besser sein, je feiner die Zerlegung gewihlt wurde. Deshalb betrach-
ten wir wieder eine Folge {Z1, Z5, Z3, . . .} von Zerlegungen, deren Feinheitsgrad
d(Z;) gegen Null konvergiert, und definieren

Def .
V= 5(%30;%% = fJf dv. (3.40)

Unter den hier getroffenen Voraussetzungen (regulidrer Bereich B, stetige Funk-
tion p(u,v,w) auf B) konvergiert die Riemann-Summe gegen das Integral Also

ilt
y V= fjjdV = fjju(u,v, w) dudvdw. (3.41)
1% B

Dadurch konnte das Problem der Rauminhaltsberechnung auf ein rdumliches Ge-
bietsintegral im Parameterbereich zuriickgefiihrt werden. Das Symbol d V' nennt
man Volumenelement. Man kann zeigen, dass der Wert des Intgrals (3.41) ganz
unabhiéngig von der Wahl einer zuldssigen Parameterdarstellung ist. Fiir das Vo-
lumenelement gilt deshalb

dV = p(u,v,w)dudvdw
= (fu(u, v, w) x £y (u, v, w)) -ty (u, v,w) dudv dw. (3.42)

Auf analoge Weise kann man das Volumenintegral iiber ein im rdumlichen Gebiet
V definiertes, stetiges Skalarenfeld A(7) erkliren. Es gilt

IRGE - : gkm% Z AijkAViji
|4

HIA 7w, v, w)) p(u, v, w) dudodw. (3.43)
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Dabei ist \;j, = A(7(@, 0, 0)).

Zahlreiche Begriffe der Physik und Technik fiihren auf Gebietsintegrale. Als
Beispiel seien einige Grundbegriffe aus der Mechanik genannt. Es sei V' ein drei-
dimensionaler Korper, dessen Dichte p(7) stetig von 7~ abhéngt. Seine Masse m

ist durch
m = JII p(r) dV
1%

und sein Schwerpunkt r's durch

o= [ ) av

gegeben. Ist g eine Gerade im Ej5, und bedeutet d(7, g) den Abstand des Punktes
7" von g, so bezeichnet man das Gebietsintegral

T, = fﬂ (7, g)?p(F) AV

als das Tragheitsmoment des Korpers beziiglich der Achse g.

3.3.1 Beispiele
Beispiel 1: Volumenelement in orthogonalen Koordinaten

In einem orthogonalen positiv orientierten Koordinatensystem (w1, us, us) gilt fiir
das Volumenelement

dV = (t; x t) - t5 duy dug dus
= 019293 (51 X 52) -3 duy dug dug
= 19293 €3 - €3 duy dug dug

= §19293 du; dug dus.

Das Volumenelement ist unmittelbar aus den MaBstabskoeffizienten g; berechen-
bar. Die Resultate fiir Standard-Koordinatensysteme sind in Tabelle 3.3 zusam-
mengestellt.

Beispiel 2: Rauminhalt eines Rotationskorpers

(Vergleiche auch Abschnitt 3.2.3, Beispiel 1.) Betrachtet wird ein regulédrer Be-
reich B in der zz-Ebene eines kartesischen Koordinatensystems, mit > 0. Durch
Rotation dieses Bereiches um die z-Achse entsteht ein Rotationskorper. Man gebe
eine zulidssige Parameterdarstellung des Rotationskorpers in Zylinderkoordinaten
an und berechne seinen Rauminhalt.
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Eine zulédssige Parameterdarstellung des Rotationskorpers in Zylinderkoordinaten
lautet
r=r7r(r,p,2z) mit (r,z)€ B, 0<p<2m.

Fiir den Rauminhalt gilt dann

V= wdv :j; pr dpdzde

=27 jf pdpdz.
B
Wir bezeichnen den Flicheninhalt des Bereichs B mit

A= ff dpdz.
B

Aufgrund des Mittelwertsatzes existiert ein (pg, zo) € B mit py > 0, so dass gilt:
PoA = pr dpdz.
B
Der Rauminhalt des Drehkopers lédsst sich also aus dem Fldcheninhalt seiner Quer-
schnittsfliche und dem Kreisumfang 27 p, als
V= 27Tp0A

berechnen, das ist die Guldin’sche Regel. Fiir den Achsenabstand p, gilt dabei
1
Po=7 gp dpdz.

Beispiel 3: Axiales Trigheitsmoment des Wiirfels

Es soll das axiale Triagheitsmoment des Wiirfels —a < z,y, 2 < a beziiglich der
z-Achse eines kartesischen Koordinatensystems berechnet werden. Seine Dichte
ist konstant und darf zu Eins gesetzt werden.

Tabelle 3.3: Volumenelement in kartesischen Koordinaten, Kreiszylinder-
Koordinaten und Kugelkoordinaten.

Kartesische Koordinaten dV =dxdydz

Kreiszylinder-Koordinaten | dV = p dpdepdz

Kugelkoordinaten dV =r?sind drdddyp
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Fiir den Abstand zur Achse gilt hier
S 2
d(F(w,y,2),9)" = * +y*

Damit erhilt man fiir das Triagheitsmoment

T,= ja f f(m2+y2) drdydz

—a —a —a
a a

= QaJ j(xZ +9?) dzdy

—a —a
a

1 a
_ 2 L3
_2af<:vy+3y)

—a —a

dx

p 2

= 2af <2ax2 + éag) dx
2 2

= 2a* <§$3 + §a2m>

—a

Beispiel 4: Axiales Trigheitmoment der Kugel

Es soll das axiale Trigheitsmoment der Kugel mit Radius a beziiglich einer Achse
durch den Kugelmittelpunkt berechnet werden. Thre Dichte ist konstant und darf
zu Eins gesetzt werden.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann die z-Achse eines kartesischen Ko-
ordinatensystems als Bezugsachse gewéhlt werden. Fiir das Trigheitsmoment gilt

dann
T, = fff(ﬁ +9?) dedydz
%

oder in Kugelkoordinaten
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Beispiel 5*: Dreidimensionales Gebietsintegral

J"VH ry AV,

wobei V' das von der Kugel 22 + y? + z? = 3, dem Paraboloid x> + y* — 2z = 0
und den Ebenen y = 0 und = = 0 eingeschlossene Teilgebiet ist (Skizze, Kugel-
koordinaten!).

Man berechne

Das Integrationsgebiet ist ein Ausschnitt aus einem rotationssymmetrischen Ge-
biet. Es geniigt daher, die Schnittkurven der Kugel und des Paraboloids mit der
Ebene y = 0 zu betrachten. Deren Gleichungen definieren mogliche Schnittpunk-

te als Losung von
422 =3
2 —22=0 ‘

Dieses Gleichungssystem besitzt die Losung (z, 2) = (£v/2,1).
Entsprechend dem Hinweis gehen wir zu Kugelkoordinaten tiber. Dort lautet
die Gleichung der Kugel
=3

und jene des Paraboloids
r?sin? ¢ — 2r cos ) = 0.

Wenn man Punkte auf der z-Achse zunichst ausschlieBt, darf man durch 7 sin?
dividieren, und findet

2cos v
V) = ——,
r(®) sin® ¢
dabei ist () = 0 fiir ¥ = 7/2.
Die oben berechneten Schnittpunkte liegen auf dem Kreis

1 1
r=+3, 9=1v9, mit costdy= sin ¥y = 1_525\/6,

1
\/ga
Laut Aufgabenstellung soll das Teilgebiet zwischen den Ebenen y = O und = = 0
betrachtet werden, das heif3t

0<p<s.

Aus diesen Uberlegungen findet man folgende Darstellung fiir den Parameterbe-
reich

B={(rd,¢): 0<r<b(), 0<9<7/2, 0<p<m/2},
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mit

V3 0 <9 <y,

2cosv cos19 Py <V <E

sin” o 0 2

Der Integrand muss noch in Kugelkoordinaten umgerechnet werden,

b(9) =

2
r
f=xy =r?sin®Ycospsinp = > sin? ¥ sin 2¢.

Nach diesen Vorarbeiten kann das Integral berechnet werden,

©/2 1/2 b(®)

fffxy dV = f f %sm V¥sin2pr?sing drddde
p= 019ﬂ/02rb0 y

j Jr sin 19005290 drdd

19 0r=
w/2 b(9)

J J rtsin® 9 drdv

¥=0r=0

09¢§ in® 9 dv 2ot 59 do
Of Sin —+ f WSIH

1 w/2

=7 9\/_fs1n 19d19+32f

cos® 19

SlIl

Die beiden verbleibenden Integrale konnen durch Substitution geschlossen inte-
griert werden. Fiir das erste Integral setzt man u = cos ¥/ und bekommt

o 1
fsin?’ﬁ 4o = f(1 —u?) du
0 cos Yo

3 1

()

Fiir das zweite Integral substituiert man v = sin ¢ und erhilt

S AVE)
i 327

T/2 5 1 212
cos’ U B (1—v7)
j sin” ¥ dv = j 7 dv

0 sin g
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sin g
1 1 1y
= (gt 272)@3
1 9 1
VTR

Also ergibt sich das Integral zu

J;ﬂ:cy dvzlio<6\/§—8+§> _ é<3\[_1_31>
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Kapitel 4

Differentialoperatoren und
Integralsatze

4.1 Gradient und Hauptsatz der Integralrechnung

4.1.1 Definition und Eigenschaften des Gradienten

Wir gehen von folgender Situation aus: Gegeben ist ein stetig differenzierbares
Skalarenfeld A(7), welches auf einem Teilgebiet €2 des E5 definiert ist. Wir wollen
versuchen, ein auf () definiertes stetiges Vektorfeld @(7) so zu konstruieren, dass

[[@-ar=Am) - Am) (4.1)
C

fiir jede hinreichend glatte Kurve C' C (2 gilt. Dabei ist 7; der Anfangs- und 75 der
Endpunkt der Kurve C'. Die Konstruktion des Vektorfeldes a soll in einem krumm-
linigen orthogonalen Koordinatensystem (u1, us, u3) erfolgen. Dann besitzt @ in
jedem Punkt die Komponentenzerlegung

a= alél + a2€2 + a3€3.

Wihlt man als Kurve C' einen Ausschnitt aus der i-ten Koordinatenlinie u; €
[a, b], zum Beispiel i = 1, dann bekommt man fiir das vektorielle Linienelement

dr = t_i dU1 = 9151 du1
und fiir
a-dr = a1g1 dul.
Damit ist

a14g1 dul.

Q%
Qy
o,
=
I
2
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Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz an, findet man

(b—a) mit u € (a,b).

r=r(a)
Zusammen mit (4.1) ist

_ )\(F(b, UQ,Ug)) — )\(F(G,UQ,U;;))‘

F=r(q) b—a

(a1g1)

Im Grenzwert b — a findet man

_ 3)\ (F(Ul, Ua, Ug))
7= (a) 3u1

(a1g1)

;
r=r(a,u2,u3)

oder
1 8)\ (F(Ul, Ua, U3)>
a, = — .

B g1 ouy

Fiir die anderen Koordinaten des Vektorfeldes @ kann man genauso vorgehen. Wir
setzen

)\(Ub U2, U3) = )‘<F(u17 Uz, U3))

und finden damit
1OoN_ 10\,
+

——e ———¢3. “4.2)
g1 Ouy g2 Oug ? g3 Oug ’

Wenn also ein Vektorfeld existiert, das fiir beliebige C' C (2 die Bedingung (4.1)
erfiillt, muss es in einem krummlinigen orthogonalen Koordinatensystem die Ge-
stalt (4.2) besitzen. Der durch die Berechnungsvorschrift (4.2) erklérte Differen-
tialoperator ist der Gradient des gegebenen Skalarenfeldes. Wir halten noch ein-
mal explizit fest

1O . 1O 10N,
g1 Ouy ! g2 Ous ? g3 Oug >

Hierbei wurde die Tilde weggelassen. In den Anwendungen wird meistens nicht
zwischen einem Feld und seiner Darstellung in einem gegebenen Koordinatensy-
stem unterschieden, wenn aus dem jeweiligen Kontext hervorgeht, was gemeint
1st.

Fiir die im Abschnitt 2.4 besprochenen Standard-Koordinatensysteme sind die
aus (4.3) resultierenden Beziehungen in Tabelle 4.1 zusammengestellt.

Es seien A\, A\; und \, stetig differenzierbare Skalarenfelder, f : R — R eine
stetig differenzierbare Funktion und c;, co € R Konstanten. Dann gilt

grad A = (4.3)

grad(ci A + c2)g) = ¢y grad Ay + ¢; grad As, (4.4)
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Tabelle 4.1: Gradient in Standard-Koordinatensystemen.

Kartesische Koordinaten (z,y,z2) | grad A\ = (%, %, %) A

1
Zylinderkoordinaten (p,,2) | grad A = (%, ;%, %) py

1 1
Kugelkoordinaten (r,9, ) | grad A = (%, ;%, m%) A\

das ist die Linearitdt. Es gilt die Produktregel
grad(AAg) = A; grad Ag + Ao grad 4.5)

und die Kettenregel

grad (F(A()) = (A7) grad (\(7). (4.6)

Dabei ist mit ' die Ableitung von f nach dem Argument gemeint. Die Linearitit
(4.4) ist eine unmittelbare Konsequenz des Ansatzes (4.1). Die beiden anderen
Regeln (4.5) und (4.6) iiberpriift man am einfachsten in kartesischen Koordinaten,
was bei den Beispielen geschehen soll.

4.1.2 Hauptsatz der Integralrechnung

Ausgangspunkt der Betrachtungen war die mit Gleichung (4.1) verkniipfte Frage-
stellung. Gegeben ist ein stetig differenzierbares Skalarenfeld A, welches in die-
sem Zusammenhang auch Potential oder Potentialfunktion genannt wird. Gesucht
wird ein Vektorfeld d, so dass sich die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten
als Arbeitsintegral iiber das Vektorfeld ausdriicken lédsst. Integriert wird iiber eine
beliebige Kurve C, die die beiden Punkte verbindet. Wir hatten gezeigt, dass not-
wendigerweise @ = grad A sein muss. Diese Bedingung ist auch hinreichend, das
ist der Inhalt des Hauptsatzes der Integralrechnung,

fgradA A7 = () — A7), (4.7)
C

wobei mit 7} und 75 der Anfangs- beziehungsweise Endpunkt der Kurve C' be-
zeichnet ist. In Worten lautet der Hauptsatz:
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Satz 4.1 (Hauptsatz der Integralrechnung) Das Arbeitsintegral iiber den Gradi-
ent einer Potentialfunktion ist gleich der Potentialdifferenz zwischen den End-
punkten des Integrationsweges.

Der Hauptsatz gilt unter folgenden, technische Voraussetzungen: Das Skalaren-
feld X soll auf einer gewissen offenen Menge (2 des £'3 definiert und wenigstens
einmal stetig differenzierbar sein, die Kurve C' C {2 muss stiickweise glatt sein.
Der Hauptsatz kann leicht bewiesen werden. Dazu fiihrt man eine zulédssige
Parameterdarstellung 7 = 7(t) der Kurve C ein, a < t < b. Dann ist

b

jgrad)\ ~dr= jgrad)\(F(t)) g dt
C a
by . )
= a/\(r(t)) dt = A(F(b)) — A(7(a))

womit der Satz gezeigt ist. Hierbei wurde von der (verallgemeinerten) Kettenregel
Gebrauch gemacht. In kartesischen Koordinaten ist nimlich

2/\(77(15)) = %X(x(t),y(t),z(t))

ot 3 B N
_Aos ooy Ao
oz ot Oy ot 0z 0t

= grad A(7(t)) or

g (4.8)

4.1.3 Richtungsableitung

Wir betrachten ein stetig differenzierbares Skalarenfeld \(7) und die durch den
Punkt 7, gehende Gerade

T(t) =7+ ta, |a=1, teR,
mit dem normierten Richtungsvektor @. Wegen |a| = 1 gilt
|7(t) — 7ol = [tal = |t] |a] = [¢].

Die reelle Zahl ¢ gibt daher bis auf das Vorzeichen den Abstand des Geradenpunk-
tes 7(¢) von 7, an. Man kann den Verlauf des Skalarenfeldes ldngs der Geraden
studieren. Er wird als Funktion einer Verdnderlichen durch die Verkettung

g(t) = A(7(t)) = A(7, + ta)
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beschrieben. Man bezeichnet den Grenzwert

4/(0) = Tim 9t) = 9(0) _ . Al +td) — A7)
t—0 t t—0 t

als Richtungsableitung des Skalarenfeldes A im Punkt 77, in der Richtung a. Man
verwendet die Schreibweise 9

—A\
oa

Setzt man fiir @ einen der kartesischen Basisvektoren €; ein, ergibt sich insbeson-
dere

0 0

0€; A= Ox;
Der Begriff der Richtungsableitung ist daher eine Verallgemeinerung des Begriffs
der partiellen Ableitung.

Zur Berechnung der Richtungsableitung wenden wir die verallgemeinerte Ket-
tenregel (4.8) auf die Funktion ¢(t) an. Das liefert
%/\ A 9'(0) = grad A(7(0)) - % o

=a - grad \(7y). 4.9)

A

Die Richtungsableitung ergibt sich als Projektion des Gradienten auf den Rich-
tungsvektor a.

Wir wollen nun untersuchen, fiir welche Richtung @ die Richtungsableitung
bei festgehaltenem 77, den groBten Wert besitzt. Dazu benotigen wir die Schwarz’
sche Ungleichung

@b < |allb]. (4.10)

In der Schwarz’schen Ungleichung gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenn
@ und b linear abhingig sind, das heifit wenn @ = 0 oder b=rimitr €R gilt.

Wenn grad A = 0 ist, dann verschwinden nach (4.9) alle Richtungsableitun-
gen. Wir konnen uns daher auf den Fall grad A # 0 beschrinken. Aus (4.9) be-
kommt man mit (4.10) wegen |@| = 1 im Punkt 7,

0]
’—_,)\ = |a@ - grad \| < |grad A|.
oa
Es gilt genau dann das Gleichheitszeichen, falls
P grad A
lgrad |
gilt, und dann ist
0
8_6)\ =+ |grad \|.
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Zusammenfassend kann man also folgendes sagen: Das Skalarenfeld )\ sei in einer
Umgebung von 7, stetig differenzierbar, und es gelte grad A\(7,) # 0. Dann gibt
es eine eindeutig bestimmte Richtung a, fiir die die Richtungsableitung von A
in 7, einen maximalen Wert besitzt. Diese Richtung ist gleich der Richtung des
Gradientenvektors grad (7 ), und der maximale Wert der Richtungsableitung ist
gleich dem Betrag des Gradienten.

Wenn beispielsweise \(7) eine stetig differenzierbare Temperaturverteilung
im Fs5 beschreibt, dann erfolgt der stirkste Temperaturanstieg in Richtung des
Gradienten grad A(7) und der stirkste Temperaturabfall in der Richtung des Vek-
tors — grad A(7). Dieses Ergebnis ist physikalisch von Bedeutung, da mit jeder
Temperaturverteilung ein Wiarmetransport verbunden ist, der in jedem Punkt 7
in Richtung des stirksten Temperaturabfalls und damit in der Richtung des Vek-
tors — grad A\(7) erfolgt. Hieraus ergibt sich die Moglichkeit, eine mathematische
Beschreibung von Wirmeleitungsprozessen zu entwickeln. Wir werden darauf zu-
riickkommen.

Der Gradient steht senkrecht auf den Flidchen konstanter Werte des Skalaren-
feldes A. Wenn eine Fliche konstanter Werte durch eine zulidssige Parameterdar-
stellung 77 = 7(u, v), (u,v) € B gegeben ist, dann gilt

A(7(u,v)) = const, (u,v) € B.

Differenziert man diese Gleichung nach den Parametern, erhilt man aus der ver-
allgemeinerten Kettenregel (4.8)

grad/\-g—z :grad)\-% = 0.

Hierin sind ¢, = 07/0u und t, = 0F/Ov gerade die Tangentenvektoren an die
Fliache im betrachteten Punkt. Der Gradient steht also senkrecht auf der Tangen-
tialebene und damit senkrecht auf der Fliche. Betrachtet man zum Beispiel das
skalare elektrische Potential (o, dann steht das elektrostatische Feld E=— grad ¢
senkrecht auf den Aquipotentialflichen ¢ = const.

4.1.4 Beispiele

Beispiel 1: Produktregel und Kettenregel fiir Gradienten

Es sollen die Produktregel (4.5) und die Kettenregel (4.6) fiir Gradienten in karte-
sischen Koordinaten nachgewiesen werden.

Wir betrachten A, A1, Ay als Darstellungen von Skalarenfeldern in kartesischen
Koordinaten (z, y, z). Wir setzen

a = grad(\MAg), @ =grad(A\), do = grad(As).
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Dann ist unter Verwendung der gewohnlichen Produktregel

3()\1)\2) 8)\2 a)\1
¢ e Yor T
ebenso fiir die y- und z- Koordinaten. Insgesamt ist also
grad(A1Ag) = @ = Ay + Aady = Aj grad(Ag) + A grad (),

womit die Produktregel (4.5) bewiesen ist.
Zum Beweis der Kettenregel setzen wir

@ =grad(F(AP)), @ = grad(A(7).
Dann ist unter Verwendung der gewohnlichen Kettenregel

o= 20O 13y 20— 3@,

ebenso fiir die y- und z-Koordinaten. Insgesamt ist also

grad (f (M) ) = @ = f'(\)a = £ (M) grad (A7),

womit die Kettenregel (4.6) bewiesen ist.

= Mag; + Aoy 4,

Beispiel 2: Richtungsableitung

Gegeben ist das ebene Skalarenfeld \(z,y) = z%y in kartesischen Koordinaten
(x,y). Man berechne seine Richtungsableitung im Punkt (1, —1) in Richtung des
Vektors (1, 3). In welcher Richtung steigt das Feld im Punkt (1, —1) am stiirksten?
Welchen Wert besitzt die maximale Steigung?

Das zugehorige Gradientenfeld ist

A A
grad)\—gxijg—y = 2ry &, + 2° €, = (2xy, 2°)

und nimmt im Punkt (1, —1) den Wert (—2, 1) an. Die Richtungsableitung in Rich-
tung des Vektors (1, 3) betrigt

) ()=

Das Feld steigt am stirksten in Richtung des Gradienten (—2, 1). Die maximale
Steigung ergibt sich aus dem Betrag des Gradienten,

()=

Eine Darstellung des Feldes mit Hohenlinien und seines Gradienten mit Vektor-
pfeilen ist in Abb. 4.1 ersichtlich.
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Bild 4.1: Darstellung des Feldes A(x,y) = x>y mit Hohenlinien und seines
Gradienten grad A\ = 2xy €, + 22 €, mit Vektorpfeilen.
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4.2 Rotation und Stokes’scher Integralsatz

4.2.1 Definition und Eigenschaften der Rotation

Wir gehen von folgender Situation aus: Gegeben ist ein stetig differenzierbares
Vektorfeld d(7), welches auf einem Teilgebiet €2 des E'3 definiert ist. Wir wollen

—

versuchen, ein auf €2 definiertes stetiges Vektorfeld b(7) so zu konstruieren, dass

Hl?d/Y:ng-df 4.11)

A C

fiir jede hinreichend glatte Fliche A C (2 gilt. Dabei ist C = 0A die Randkur-
ve der Fliche A. Die Konstruktion des Vektorfeldes b soll in einem krummlinigen
orthogonalen Koordinatensystem (w1, us, u3) erfolgen. Dann besitzten die Vektor-
felder @, b in jedem Punkt die Komponentenzerlegungen

5 = a1€1 + aggg + (l3€3,

b= 1@ + by@ + bsés.

Wir wenden (4.11) auf die in Abb. 4.2 dargestellte Masche an. Sie liegt in der
Koordinatenfliche us = const und wird von den Koordinatenlinien uy = ¢, u; = b,
uy = dund u; = a begrenzt. Wenden wir uns zunichst der linken Seite von (4.11)
zu. Das vektorielle Flichenelement lautet

de = t_i X t_; du1 dUQ = 919253 dU1 dUQ.

Durch diese Vorgehensweise wird eine Orientierung der Fliche festgelegt, der
Vektor +¢3 zeigt in Richtung der Flichennormalen. Weiter ist

g' de = bgglgg dU1 dUQ

_

(a.cuy) oA\

Bild 4.2: Die Gleichung (4.11) wird auf eine Masche angewendet, die in der
Koordinatenfliche u3 = const liegt. Sie wird von den Koordina-
tenlinien ue = ¢, u; = b, ug = d und u; = a begrenzt.
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und damit .
ﬂg.dﬁz f f bsg1g2 duy dusy.
A ul=a ug=

Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz an, findet man
J‘J‘g de = (639192) ‘F:F(’U,l,ﬂz,zm) (b — a)(d - C),
A

mit (41, Ug) € (a,b) x (¢, d), siche Abb. 4.2.

Als nichstes ist das Kurvenintegral auf der rechten Seite von (4.11) zu berech-
nen. Es ist klar, dass man in vier Teilintegrale C'; . . . C, entlang der Koordinaten-
linien aufspaltet. Wir demonstrieren das Vorgehen an Hand von C mit us = ¢,
uy € [a,b]. Dann bekommt man fiir das vektorielle Linienelement

und fiir

Damit ist

b
f a-dr = J‘(algl)‘F:F(uh&W) dur.
C1 a

ZweckmiBigerweise fasst man die Anteile gegeniiberliegender Kanten zusam-
men, das heifjt

b

j a-dr= j((glgl)’F:F(ul,c,ua) o (&191)’F:F(u17d7u3)) dUL
C1+Cs a

Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz an, findet man

F:f(al,d,u3)> (b—a),

a-dr= ((%91)
C1+C3

F=fF(a1,cus) (a191)

mit u; € (a,b). Fiir die Teilintegrale iiber C und C'y erhilt man analog aufgebaute
Ausdiicke. Setzt man noch b = a + h und d = ¢ + h, dann findet man zusammen
mit (4.11)

(b3g192) } <(a191) }F:F(ﬂl,c—l—h,ug) — (a191) ‘F:F(ill,c,ug)>

r=r(u1,u2,u3) -

+

S =S =

<(a2g2) ‘F:F(aJrh,Hg,ug) — (a292) ‘F:F(a,ﬂg,ug)) :

77



Mathematische Methoden der Theoretischen Elektrotechnik — Prof. Dr.-Ing. Stefan Kurz

Im Grenzwert h — 0 gilt

0
(b39192)’F:F(a,c,U3) T 8—1@(&191)}’?:77(‘1757”3)

0
+ a—ul(anQ)

r=r(a,c,u3)

oder

1 0 0
by = @ (8—m(92 a2) - 8—uQ(gl al)) .

Fiir die anderen Koordinaten des Vektorfeldes b kann man genauso vorgehen und
bekommt

R 1 0 0 o
b=—— (8—1@(93 as) — a—ug(gz GQ)) €

9293

1 0 0
— | = - — 2 4.12
9301 ((%3 (91 al) oy (93 a3)) €2 ( )

(2 - L)
9192 \ Ouy g2 G2 Oty g1 a1 3.

Wenn also ein Vektorfeld existiert, das fiir beliebige A C () die Bedingung (4.11)
erfiillt, muss es in einem krummlinigen orthogonalen Koordinatensystem die Ge-
stalt (4.12) besitzen. Der durch die Berechnungsvorschrift (4.12) erklérte Diffe-
rentialoperator ist die Rotation des gegebenen Vektorfeldes. In der englischen Li-
teratur wird auch die Schreibweise curl @ benutzt. Wir halten noch einmal explizit
fest

. 1 0 0 S
rota = — (—(93 &3) - —(92 az)) €1

9293 \ Ousz Jugy

1 0 0
—(=—(g1a1) — 5—(g3a3) | € 4.13
9301 (8u3(gl 1) e (93 3)) 2 ( )

+L(i( a)_i( a))é’
9192 \ 9u, g2 a2 Din g1 a1 3.

Man kann rot @ auch formal auf verschiedene Arten als Determinante schreiben,

—

€1 52 53 = - -
9293 9391 9192 b t2 ts

otag—lo o o |-t |9 9 9
Ou;  Ous  Oug 919293 | Ouy  Ouy  Oug

g1a1 goG2 g3as

gi1a1 gsQ2 g3as

Fiir die im Abschnitt 2.4 besprochenen Standard-Koordinatensysteme sind die aus
(4.13) resultierenden Beziehungen in Tabelle 4.2 zusammengestellt.
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Tabelle 4.2: Rotation in Standard-Koordinatensystemen.

. da, Oa
(rot @), 5y a—zy
Kartesische
Koordinaten rotad = (rot &) da, _ da,
(1‘, Y, Z) Y 0z ox
. da Oay
(rot @), 8—; ~ By
. 10a, Oa
(rotd), P a—;’
Zylinder-
koordinaten rotd = (rot @) Oa, Oa,
(P, ¢, 2) v 9z  dp
1 1
rota). | | LAPe) 100
P P p oy
(rot @) 1 J(sinday) 1 Jay
Kueel ' rsind OV rsind Oy
ugel-
koordinaten rota = - 1 Oda, 10(ra,)
(rot @)y : -
(7“,79, gp) 7 sin ¥ 8@ r  Or
. 10(ray) 10a,
(rot ), ror 1 ov
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Es seien @, d; und a@- stetig differenzierbare Vektorfelder, )\ ein stetig differen-
zierbares Skalarenfeld und c;, co € R Konstanten. Dann gilt

rot(ci1@; + cods) = ¢y rotdy + o rot ds, 4.14)
das ist die Linearitdt. Es gilt die Produktregel
rot(Ad@) = Arotd + grad A x 4. (4.15)

Die Linearitit (4.14) ist eine unmittelbare Konsequenz des Ansatzes (4.11). Die
Produktregel (4.15) tiberpriift man am einfachsten in kartesischen Koordinaten,
was bei den Beispielen geschehen soll.

4.2.2 Der Integralsatz von Stokes

Ausgangspunkt der Betrachtungen war die mit Gleichung (4.11) verkniipfte Fra-
gestellung. Gegeben ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld d@, welches in die-
sem Zusammenhang auch Vektorpotential genannt wird. Gesucht wird ein Vektor-
feld b, so dass sich das Arbeitsintegral von @ entlang einer geschlossenen Kurve
als Fluss des Vektorfeldes b ausdriicken Lisst. Integriert wird iiber eine beliebige
iiber der Kurve aufgespannte Fliche A. Wir hatten gezeigt, dass notwendigerwei-
se b = rot @ sein muss. Diese Bedingung ist auch hinreichend, das ist der Inhalt
des Integralsatzes von Stokes (George Gabriel Stokes, 1819-1903),

ﬂrow- dA = gS a-dr. (4.16)
A

C=0A

In Worten lautet der Integralsatz von Stokes:

Satz 4.2 (Integralsatz von Stokes) Der Fluss der Rotation eines Vektorfeldes
durch eine Fldche ist gleich dem Arbeitsintegral entlang der geschlossenen Rand-
kurve der Fliche.

Der Integralsatz von Stokes gilt unter folgenden technischen Voraussetzungen:
Das Vektorfeld a soll auf einer gewissen offenen Menge (2 des F3 definiert und
wenigstens einmal stetig differenzierbar sein. A ist eine ganz in () enthaltene,
stiickweise glatte orientierbare Fliche, die von einer stiickweise glatten geschlos-
senen Kurve C' = 0A berandet ist. Die Fliche und die Kurve miissen konsistent
orientiert sein. Damit ist gemeint, dass der Durchlaufsinn der Kurve sich mit der
Normalenrichtung der Fldche zu einer Rechtsschraube ergénzt.

Man beachte, dass im Integralsatz von Stokes die Fliche A durch jede andere
in C eingespannte Fliche ersetzt werden kann. Fiir den Fluss der Rotation kommt
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es nicht auf die genaue Form der Flidche an. Diese Feststellung verallgemeinert
die Wegunabhingigkeit des Arbeitsintegrals tiber ein Gradientenfeld.

Der Integralsatz von Stokes soll hier nicht bewiesen werden, obwohl das fiir
Sonderfille wie die in Abb. 3.5 dargestellte Fliche z = f(x, y) nicht allzu schwer
ist. Es sei auf die entsprechende mathematische Literatur verwiesen. Wir wollen
stattdessen versuchen, den Begriff der Rotation und die Aussage des Integralsatzes
noch etwas zu veranschaulichen.

Aus der Stromungslehre ist der Begriff der Zirkulation bekannt. Dazu deuten
wir @ als Stromungsfeld. Die Zirkulation einer Stromung @ lings einer Kurve C'
ist durch das Arbeitsintegral

[a-ar=[atar

C C

erkléart. Aufgrund des Mittelwertsatzes existiert ein @, so dass gilt

f&-dfzdfdr:ds,
c c

wobei s die Bogenlinge der Kurve C' bezeichnet. Die Zirkulation ist also gerade
die mittlere Tangentialgeschwindigkeit @ des Stromungsfeldes entlang der Kurve,
mal deren Bogenlinge.

Mit Hilfe des Integralsatzes von Stokes kann man zu einer physikalisch-an-
schaulichen Deutung der Rotation gelangen. Dazu betrachten wir einen Punkt 7,
auf einer glatten Fliche A und eine Folge { A, } von Flichenstiicken auf A. Die
Flichenstiicke sollen simtlich den Punkt 7, enthalten, und ihr Durchmesser soll
soll fiir n — oo gegen Null konvergieren. Bezeichnet man mit A,, zugleich den
Inhalt des Flichenstiickes, und mit C'), die konsistent zu A,, orientierte Randkurve,
so gilt nach Satz (4.16)

Aingg.dF:Aian(rotd)-ﬁodA

— (rota) - 1, fir n — oo.

-

=T

Die Normalkomponente (rot @) - 7, von rot @ kann als spezifische Zirkulation des
Stromungsfeldes @ im Punkt 7, der Fliche A angesehen werden. Insbesondere ist
die spezifische Zirkulation beziiglich der Koordinatenflidche u; = const durch 75
gleich der j-ten Komponente des Vektors rot a.

Integriert man die spezifische Zirkulation tiber eine Fliche A, addieren sich
die Anteile der einzelnen Flichenelemente d A auf, und man erhlt gerade wieder
die Zirkulation entlang der Randkurve. Gerade das wird durch den Integralsatz
von Stokes zum Ausdruck gebracht.
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Vektorfelder @ mit rot @ = 0 werden als wirbelfrei bezeichnet. Die Zirkulation
eines in einem Gebiet () wirbelfreien Vektorfeldes verschwindet fiir jede in €2
enthaltene geschlossene Kurve.

4.2.3 Beispiele
Beispiel 1: Produktregel fiir die Rotation

Es soll die Produktregel (4.15) fiir die Rotation in kartesischen Koordinaten nach-
gewiesen werden.

Wir betrachten A und @ als Darstellungen von Feldern in kartesischen Koordinaten
(z,y, z) und fithren den Beweis fiir die z-Komponente. Es ist

rot(Ad@)|_ = (%()\ay) — %()\ax)) €.

(P (2,0
B ox oy )~ or Y oy ")

o0 0 o o
=\ or Oy e"z + or Oy e"z
Ay ay Ay Qy

= Arotd|, + (grad A x @)|_.

Der Beweis fiir die anderen Komponenten kann in gleicher Weise erfolgen.

Beispiel 2: Rotation eines starren Korpers

Ein starrer Korper rotiert mit der Winkelgeschwindigkeit & um die z-Achse eines
kartesischen Koordinatensystems. Jeder Punkt i*des Korpers besitzt dann eine be-
stimmte Geschwindigkeit ¢. Dem rotierenden Korper kann folglich ein Geschwin-
digkeitsfeld zugeschrieben werden. Man berechne das Geschwindigkeitsfeld und
seine Rotation in Zylinderkoordinaten.

Fiir das Geschwindigkeitsfeld gilt allgemein

v

X 7
e, X (p€, + 2 €,)

I
£ & &

621
p €.

Die Rotation dieses Feldes besitzt nur eine z-Komponente, und fiir deren Koordi-
nate gilt
_ 1 A(pvy)

rotv),
(rot 7)) > "o

€, = 2we,.
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In koordinatenfreier Schreibweise ist also
rot v = 24.

Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes stimmt bis auf den Faktor 2 mit der
Winkelgeschwindigkeit iiberein. Diese Feststellung gilt fiir beliebige Starrkorper-
bewegungen, wobei rot ¢'/2 dann die momentane Winkelgeschwindigkeit gibt.

Beispiel 3: Integralsatz von Stokes

Es wird das Vektorfeld
d=xzé,+(x+y)é,+(r+y+2)e,

in einem kartesischen Koordinatensystem (z, y, z) betrachtet. Gegeben ist auBer-
dem die obere Hemisphére

A 4y +22=1, z>0.

Die Normale der Fliche soll in den Halbraum z > 0 gerichtet sein. Man berechne
folgende Integrale:

T, = 9Sa.df, Igzﬂrota’.dﬁ, Igzﬂrota’-di
C=0A A K

Dabei ist mit K die Kreisscheibe in der Ebene z = 0 gemeint, die durch den Kreis
C' = 0A berandet wird.

Der Rand 0A der Hemisphire ist ein Einheitskreis um den Ursprung in der Ebene
z = 0. Eine zulédssige Parameterdarstellung lautet

x(u) = cosu,
y(u) = sinu, 0 <u<2m.
z(u) =0,

Die gewihlte Orientierung der Kurve ist konsistent mit der vorgegebenen Orien-
tierung der Hemisphire. Daraus bekommt man fiir das Linienelement in kartesi-
schen Koordinaten

. —sinu
dr' = Gg(u) du = CcOoS U du
u 0
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und fiir das Vektorfeld
CcoS U

ad= | cosu+sinu
cosu + sinu

Das Integral Z; wird damit
7= $a-dr

C=0A
21

= f(— sin u cos u + cos® u + cosusinu) du

0
27
_ 2 _
—fcos v du = .
0

Zur Berechnung der beiden anderen Integrale wird rot @ benotigt. In kartesischen
Koordinaten ist

oz €T 1

rota = % X x+y =\ -1
0 rTt+y+z 1
d

Ausgehend von Kugelkoordinaten (7,1, ) lautet eine auflerhalb der z-Achse zu-
lassige Parameterdarstellung der Hemisphire

x(¥, p) = sind cos p,
y(0, ) = sin ¥ sin @, 0§19§%,0§<p<27r.
2(¥, p) = cost,

Fiir das Flichenelement findet man
dA =& sing ddde

= (sind cos p €, + sin¥sin p €, + cosV €,) sinv dvde

sin ¥ cos ¢
= | sin¥sinp | sind ddde,
cos v

und damit

I :ffrotd'-dff
A
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2 ﬂ'/2
= f f(sinﬁcosgo—sinﬁsingo—i—cosﬁ)sinl? dddep
=0 9=0
7T/2 2T 7'('/2

= j sin® dﬂj(cosgp —siny) dp+27 j sin ¢ cos ¥ dv
0 0 0

-

R

=0
/2

/2
=7 j sin 29 d9 = —gcos 29
0

= T.

™
0
Bei der Berechnung von Z35 kann man sich zunutze machen, dass die Normale der
Kreisscheibe durch den konstanten Vektor €, gegeben ist. Deshalb ist

I3 = jfrot(i-dfl': fjrotﬁ@ dA
K K

zgl dA = 7.

Aufgrund des Integralsatzes von Stokes miissen alle drei Integrale gleich sein.
Dariiber hinaus zeigt die Gleichheit von Zs und Z3, dass es nicht auf die genaue
Form der Fliche ankommt, die in die Randkurve eingespannt ist.
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4.3 Divergenz und Gauf}’scher Integralsatz

4.3.1 Definition und Eigenschaften der Divergenz

Wir gehen von folgender Situation aus: Gegeben ist ein stetig differenzierbares
Vektorfeld d(7), welches auf einem Teilgebiet €2 des E'3 definiert ist. Wir wollen
versuchen, ein auf 2 definiertes stetiges Skalarenfeld \(7") so zu konstruieren, dass

fUA AV = @S a-dA (4.17)
1% A

fiir jedes hinreichend glatte rdumliche Gebiet V' C (2 gilt. Dabei ist A = 9V
die Hiillfliche des Gebietes V. Die Konstruktion des Skalarenfeldes A soll in ei-
nem krummlinigen orthogonalen Koordinatensystem (w1, uo, u3) erfolgen. Dann
besitzt das Vektorfelder d in jedem Punkt die Komponentenzerlegung

a= &151 + aggz + a3€3.

Wir wenden (4.17) auf die in Abb. 4.3 dargestellte Box an. Sie wird von den
Koordinatenflichen u; = a, uy = b, us = ¢, us = d, uz3 = e und uz = f begrenzt.
Wenden wir uns zunichst der linken Seite von (4.17) zu. Das Volumenelement
lautet

dV = g19295 duy dus dus.

Damit ist

b d f

fff)\dV: f f f A 919293 duz dug duy.
v

U1=a u2=c uz=e

A, u,
(a,c,e)

Bild 4.3: Die Gleichung (4.17) wird auf eine Box angewendet, die von den

Koordinatenflichen u; = a, u1 = b, uy = ¢, uo = d, uz = e und
ug = f begrenzt wird.
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Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz an, findet man

A av = g1g290)].
1%

s ) (0~ @A = )(f =€), (4.18)

mit (@y, ug, ug) € (a,b) X (c,d) x (e, f), siche Abb. 4.3.

Als néchstes ist das Flichenintegral auf der rechten Seite von (4.17) zu berech-
nen. Es ist klar, dass man in sechs Teilintegrale A; ... Ag iiber die Koordinaten-
flaichen aufspaltet. Wir demonstrieren das Vorgehen an Hand von A; mit uy = ¢,
(u1,us) € [a,b] X [e, f]. Dann bekommt man fiir das vektorielle Flichenelement

d/_f: {1 X Eg du1 dU3 = —919352 dU1 du3

und fiir .
a-dA = —a24d19s3 du1 dU3.

Durch diese Vorgehensweise wird eine Orientierung der Fliche festgelegt, der
Vektor —e, zeigt in Richtung der Flichennormalen. Die Normalenrichtung der
Flache weist somit von innen nach auflen. Damit ist

if@- dA = ff a29193 e un cous) dus duy.
1 a e

ZweckmiBigerweise fasst man die Anteile gegeniiberliegender Flichen zusam-
men, das heif3t

[ adg:j!(

A1+A3

T(u1 ¢ ug)) dU3 dul.

F=(u1,d,u3) (a29193)

Wendet man auf das Integral den Mittelwertsatz an, findet man

j i dA= <(&29193)}r (T dyii) (@29193)} (@ e ii3) )(b —a)(f —e),
A1+A3
mit (uy,u3) € (a,b) x (e, f). Setztman b = a + h,d = ¢+ hund f = e + h,
dann findet man

1 |
13 j a-dA= E<(a291g3)’7”:1:‘(ﬂ1,c+h,a3) - (a29193)’77=?(ﬂ1,c,173)>'
A1+A3

Im Grenzwert h — 0 gilt

o1 . - 0
lim — f a-dA= a—w(@glgi%)

7=r(a,c,e)’
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Fiir die Integrale tiber die restlichen Teilflichen erhilt man analog aufgebaute
Ausdiicke.
Aus (4.18) folgt

1
pm g JJJ 2 4V = B3 010200

(@1,12,a3)
- ()\ 919293) r=r(a,c,e)’
und zusammen mit (4.17)
\ B 0
(A 91929) 50,0 T Oy (019298) | r(a.c.0
2 )|
—(a .
au2 29391 r=r(a,c,e)
10 ( )
—(a L
8u3 39192 7=7(a,c,e)
oder
1 0 0 0
)\ = - — . 4.19
910204 (8u1 (9293 a1) + ouy (9391 az) + s (9192 a3)) ( )

Wenn also ein Skalarenfeld existiert, das fiir beliebige V' C (2 die Bedingung
(4.17) erfiillt, muss es in einem krummlinigen orthogonalen Koordinatensystem
die Gestalt (4.19) besitzen. Der durch die Berechnungsvorschrift (4.19) erklir-
te Differentialoperator ist die Divergenz des gegebenen Vektorfeldes. Wir halten
noch einmal explizit fest

1 0 o 9
dva= ——(929301) + 5 (9391 a2) + 5 —(q1920a3) | . (4.20
' 919293 (8u1 (9295 a1) 3u2(9391 2) aug(gng 3)) (4.20)

Fiir die im Abschnitt 2.4 besprochenen Standard-Koordinatensysteme sind die aus
(4.20) resultierenden Beziehungen in Tabelle 4.3 zusammengestellt.

Es seien d, d;, ds und b stetig differenzierbare Vektorfelder, A ein stetig diffe-
renzierbares Skalarenfeld und ¢y, co € R Konstanten. Dann gilt

div(cld’l + 0262) = C div 61 + Co div 62, (421)
das ist die Linearitdt. Es gelten die Produktregeln
div(A@) = Adivd + (grad \) - @ (4.22)

und L .
div(d@ x b) =b-rotd — a - rotb. (4.23)

Die Linearitit (4.21) ist eine unmittelbare Konsequenz des Ansatzes (4.17). Die
Produktregeln (4.22) und (4.23) iiberpriift man am einfachsten in kartesischen
Koordinaten, was bei den Beispielen geschehen soll.
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Tabelle 4.3: Divergenz in Standard-Koordinatensystemen.

Kartes.lsche . Oa. da, Oa

Koordinaten diva = + Y4

(z,y,2) or oy 0z

Zylinder-

koordinaten diva = la(p a,) + 18% + da

(p, ¢, 2) p Op  pdp 0z

Kugel- 2 .

koordinaten divd = i@(r ar) + 1 I(sin ¥ ay) X 1 da,
(r,9,9) r?  Or rsin v o rsind dp

4.3.2 Der Integralsatz von Gauf}

Ausgangspunkt der Betrachtungen war die mit Gleichung (4.17) verkniipfte Fra-
gestellung. Gegeben ist ein stetig differenzierbares Vektorfeld a. Gesucht wird ein
Skalarenfeld )\, so dass sich der Fluss von @ durch eine geschlossene Fliche als
Gebietsintegral des Skalarenfeldes A\ ausdriicken ldsst. Integriert wird {iber das
von der Fliche umhiillte Gebiet V. Wir hatten gezeigt, dass notwendigerweise
A = div a sein muss. Diese Bedingung ist auch hinreichend, das ist der Inhalt des
Integralsatzes von Gauf3 (Carl Friedrich GauB}, 1777-1855),

fdiva AV = Sﬁﬁa-dﬁ. (4.24)
Vv A=0V

In Worten lautet der Integralsatz von Gauf:

Satz 4.3 (Integralsatz von Gaufs) Das Gebietsintegral iiber die Divergenz eines
Vektorfeldes ist gleich dem Fluss durch die geschlossene Hiillfliiche des Gebietes.

Der Integralsatz von Gaulf} gilt unter folgenden, technischen Voraussetzungen: Das
Vektorfeld @ soll auf einer gewissen offenen Menge (2 des E3 definiert und we-
nigstens einmal stetig differenzierbar sein. Weiterhin sei das Gebiet V' eine von
einer stiickweise glatten Fliche A = 0V berandete echte Teilmenge von (2. Die
Fliche muss konsistent zum Gebiet orientiert sein. Damit ist gemeint, dass die
Normalenrichtung der Fldche von innen nach au3en weist.

Der Integralsatz von GauB3 soll hier nicht bewiesen werden, obwohl das fiir
Sonderfille wie das in Abb. 3.7 dargestellte Normalgebiet nicht allzu schwer ist.
Es sei auf die entsprechende mathematische Literatur verwiesen. Wir wollen statt-
dessen versuchen, den Begriff der Divergenz und die Aussage des Integralsatzes
noch etwas zu veranschaulichen.
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Dazu deuten wir @ als Stromungsfeld. Im Abschnitt 3.5, Gleichung (3.32),
wurde gezeigt, dass das Flussintegral iiber eine Fliche A die pro Zeiteinheit durch
die Fliche transportierte Stoffmenge gibt. Fiir inkompressible Strémungen gibt
das Flussintegral iiber eine geschlossene Fliche dariiber Auskunft, welche Stoff-
menge im Inneren des umbhiillten Gebietes pro Zeiteinheit erzeugt oder vernichtet

wird. Das Integral
(pa-ax

A=V
wird deshalb auch als Ergiebigkeit oder Quellstirke des Gebietes V' bezeichnet.

Mit Hilfe des Integralsatzes von Gaufl kann man zu einer physikalisch-an-
schaulichen Deutung der Divergenz gelangen. Dazu betrachten wir einen Punkt
7, in einem rdumlichen Gebiet V' und eine Folge {V,,} von Teilgebieten in V', die
die Voraussetzungen des Integralsatzes erfiillen. Die Teilgebiete sollen samtlich
den Punkt 7, enthalten, und ihr Durchmesser soll soll fiir n — oo gegen Null
konvergieren. Bezeichnet man mit V,, zugleich den Inhalt des Teilgebietes, und
mit A,, die konsistent zu V,, orientierte Hiillfliche, so gilt nach Satz (4.24)

Vingﬁa-dfi':ving divag dV

— diva fir n — oo.

F=ip
Die Divergenz von @ kann als spezifische Ergiebigkeit oder Quelldichte des Stro-
mungsfeldes @ im Punkt 7, des Gebietes V' angesehen werden.

Integriert man die Quelldichte tiber ein rdumliches Gebiet V', addieren sich die
Anteile der einzelnen Volumenelemente d V' auf, und man erhilt gerade wieder die
Quellstirke, das heif3t den Fluss durch die Hiillfliche. Gerade das wird durch den
Integralsatz von Gau3 zum Ausdruck gebracht.

Stetig differenzierbare Vektorfelder @ mit divad = 0 werden als quellenfrei
bezeichnet. Der Fluss eines in einem Gebiet {2 quellenfreien Vektorfeldes ver-
schwindet fiir jede in 2 enthaltene geschlossene Fliche.

4.3.3 Beispiele
Beispiel 1: Produktregeln fiir die Divergenz

Es sollen die Produktregeln (4.22) und (4.23) fiir die Divergenz in kartesischen
Koordinaten nachgewiesen werden.

Wir betrachten A, d, b als Darstellungen von Feldern in kartesischen Koordinaten
(z,y,2). Esist

O 0 0
div(A\@) = %()\&x) + a—y()\ay) + @O\&'z)
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O + ay + ER +%ax+a—yay+£az

= Adiva + (grad \) - a.

:)\(8% % Gaz) o\ O\ O\

Zum Beweis der Produktregel (4.23) betrachten wir zunéchst nur die z-Kompo-
nente von a X b, das ist

(@ x )}Z = (azb, — ayb,) €.

Fiir die Divergenz gilt

div((d’ X 5)12) 9 (auby — ayby)

0z
_p, 20y Ja ~( % _ %)
Yoz T 0z Y0z * 0z
by b, 0 az; a, 0
=0 0 Z{-|0 0 Z
az; a, 0 b, b, O
by b, b, g ay a,
=0 0 Z{-|0 0 Z
Ay Ay a by b, b,

Analoge Ausdriicke findet man fiir die - und y-Komponenten von a@ x b. Addiert
man alle drei Ausdriicke, bekommt man

by b, b, a; a, Qa,
(A B — |9 o0 O 90 9 0
le(a X b) — |0z Oy 0z| |0x Oy Oz
a; Qy a, b, b, b,

=b-rotd —a-rotbh.

Beispiel 2: Integralsatz von Gauf}
Es wird das Vektorfeld
a=2zé,+(x+y)e,

in einem kartesischen Koordinatensystem (z, y, z) betrachtet. Gegeben ist aufier-
dem eine Kugel K vom Radius R, deren Mittelpunkt sich im Koordinatenursprung
befindet. Die Normale der Kugeloberfliche A = 0K soll nach aulen gerichtet
sein. Man berechne folgende Integrale:

7, = a-dA, I,= diva dV.
K

A=0K
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Ausgehend von Kugelkoordinaten (7,1, ¢) lautet eine auerhalb der z-Achse zu-
lassige Parameterdarstellung der Kugeloberfliche

x(¥, p) = Rsind cos ¢,
y(9, ) = Rsindsin p, 0<v<m0<p<2m.
2(¥, ¢) = Rcos,
Fiir das Flichenelement findet man
dA =& R*sind ddde

= (sin® cos p &, + sin¥sin p €, + cos ¥ &,) R?*sin 9 dd dyp

sin ¥ cos ¢
= | sin¥siny | R*sin? ddde,
cos v
und fiir das Vektorfeld
2 cos?
d= R | sind(sin p + cos )
0
Das Integral Z; wird damit
A
2r 7
= R? J j (sin2 (2 cos ¥ cos ¢ + sin ¥ sin p(sin ¢ + cos cp))) ddde
=0 9¥=0
= WRSJsingl‘} dd =7R? J(l — cos*¥) sin 9 dd
0 0
3 L3 "4 s
=7R <—00819+ — Cos 19) = —mR".
3 0o 3

Zur Berechnung des anderen Integrals wird div @ benétigt. In kartesischen Koor-
dinaten ist

0 0
ivd = —(22) + — —1
diva 895( z)+ay(x+y) ,

7, = fﬂ divd dV
K
= J;ﬂ 1dV = %ﬂR?’.

Aufgrund des Integralsatzes von Gaufl miissen beide Integrale identisch sein.

und damit
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Beispiel 3: Laplace-Operator

Es ist der Ausdruck fiir den skalaren Laplace-Operator in krummlinigen orthogo-
nalen Koordinaten (uq, us, u3) anzugeben.

Per Definition gilt fiir den skalaren Laplace-Operator
AN Det div grad \.

Setzt man Gradient (4.3) und Divergenz (4.20) in krummlinigen orthogonalen Ko-
ordinaten ein, erhilt man

Ay L (0<92938A)+ 8(93913A>+ 3(9192&))'

B 919293 \Ou1 \ g1 Ouy Oua \ ga Ouy Ous \ g3 Ous

Dabei muss das Skalarenfeld A wenigstens zweimal stetig differenzierbar sein. Fiir
die im Abschnitt 2.4 besprochenen Standard-Koordinatensysteme sind die hieraus
resultierenden Beziehungen in Tabelle 4.4 zusammengestellt.

Tabelle 4.4: Laplace-Operator in Standard-Koordinatensystemen.

Kartesische
: 02 02 02
E(xozrd;r)laten AN = (W + 0 + W)
Zylinder- ) )
koordinaten | A\ = <lgpg + %8—2 + 8—2) A
(., 2) pOp Op — p*0p* 0z
Kugel- )
10 ,0 1 0 0 1 J
koordinat Ad=—-—"r"—4+— ~sgny—+ ————
(7?05 ;n)a o <r2 ar' or * r2sind 00 o 99 * r2sin® 9 8902)
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4.4 Lemmata von Poincaré

4.4.1 Erstes Lemma von Poincaré

Aus der geometrischen Anschauung heraus ist klar, dass der Rand einer Fliche
eine geschlossene Kurve ist, also randlos. Mit Hilfe des Randoperators O ldsst
sich dieser Sachverhalt als

I(0A) =0 (4.25)

ausdriicken, wobei das Zeichen () fiir die leere Menge steht. Genauso ist die Hiill-
flache eines rdumlichen Gebietes V' stets geschlossen,

V) = 0. (4.26)

Diese Aussagen tiber die Topologie von Gebieten und Flichen haben wichtige
Konsequenzen fiir Vektorfelder.

Um dies zu sehen, betrachten wir ein Skalarenfeld A, welches wenigstens
zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt wird. Wir wenden der Reihe nach
den Stokes’schen Integralsatz und den Hauptsatz der Integralrechnung an, und
finden

ﬂ(rot grad \) - d A = gS (grad \) - d7 = 0. (4.27)
A 0A

Vielleicht bedarf der letzte Schritt noch der Erkldrung. Wendet man den Hauptsatz
auf eine Kurve an, die den Anfangspunkt 7; mit dem Endpunkt 75 verbindet, gilt
bekanntlich

j(grad A)-dif= 90’7?2 — cp}ﬁ.
C
Lasst man die beiden Punkte zusammenfallen, 75 — 77, erhilt man eine geschlos-
sene Kurve und das Integral verschwindet,

lim [ (grad)\) - d7F = gS(grad A)-dif =0,

To—T1
C

wovon in (4.27) Gebrauch gemacht wurde. Gleichung (4.27) kann nur dann fiir
ganz beliebige Flachen A gelten, wenn der Integrand verschwindet. Es gilt also

rot grad A = 0. (4.28)

Als nichstes wenden wir der Reihe nach den Gauf3’schen und dann den Sto-
kes’schen Integralsatz auf den Ausdruck div rot @ an, und finden

fffdivrot@dV:@rota.dg: gﬁ a'df’:gic?-df’:o‘
v av y

V)
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Dies kann nur dann fiir ganz beliebige Gebiete V' gelten, wenn der Integrand ver-
schwindet. Es gilt also
divrota = 0. (4.29)

In Worten lauten die Gleichungen (4.28) und (4.29) wie folgt.

Satz 4.4 (1. Lemma von Poincaré [Henri Poincaré, 1854-1912]) Der Gradient
eines beliebigen Skalarenfeldes hat keine Wirbel, rot grad A = 0, und die Rotation
eines beliebigen Vektorfeldes hat keine Quellen, div rot @ = 0.

Dabei miissen die Felder mindestens zweimal stetig differenzierbar sein.

Natiirlich lassen sich diese Zusammenhinge auch in Koordinaten nachpriifen. In
kartesischen Koordinaten erhilt man aus (4.28), beispielsweise fiir die x-Kompo-

nente,
00p 0 0y B
(8_115 - 56_31) T
und aus (4.29)
divrotd = g (8&2 — %) + g (3% — 8&2) + g (% — 8%)
or \ Oy 0z Oy \ 0z ox 0z \ Ox oy
=0.

Dabei kommt es wesentlich darauf an, dass die Felder zweimal stetig differenzier-
bar sind. Dann gilt der Satz von Schwarz iiber die Vertauschbarkeit der partiellen
Ableitungen.

4.4.2 Zweites Lemma von Poincaré

Von besonderem Interesse in der mathematischen Physik ist die Frage, ob auch
die Umkehrung des 1. Lemmas von Poincaré gilt. Wenn wir beispielsweise von
einem Vektorfeld @ wissen, dass es in einem Gebiet €2 C FE'5 wirbelfrei ist,

rota = 0, (4.30)
unter welchen Bedingungen kann es dann durch ein Potential ) in der Form
a = grad \

dargestellt werden?

Aus dem 1. Lemma von Poincaré folgt, dass die Wirbelfreiheit eine notwen-
dige Bedingung darstellt, da ansonsten ein Widerspruch entstiinde. Ist die Wir-
belfreiheit aber auch in jedem Fall hinreichend? Es wird sich zeigen, dass diese
Frage mit der Topologie des betrachteten Gebietes ()2 zusammenhéngt.
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Wir beschrinken uns im folgenden auf zusammenhéiingende Gebiete. Ein Ge-
biet (2 C Ejs heilit zusammenhingend, wenn sich je zwei Punkte aus €2 durch eine
ganz in () verlaufende stetig differenzierbare Kurve verbinden lassen.

Zur weiteren Untersuchung versuchen wir, ein Potential zu konstruieren. Da-
zu gehen wir davon aus, dass die Zirkulation des Vektorfeldes a fiir beliebige,
stiickweise stetig differenzierbare geschlossene Kurven C' € () verschwindet,

g66~df':0 VO C Q mit 9C = 0. (4.31)
C

Aus dieser Bedingung folgt (4.30). Wiirde namlich irgendwo im Gebiet rot @ nicht
verschwinden, konnte man lokal eine Fliche A konstruieren, mit einem von Null
verschiedenen Fluss der Rotation. Dann wire nach dem Integralsatz von Stokes
das Integral (4.31) ebenfalls von Null verschieden, was nicht sein kann. Die Um-
kehrung dieser Schlussweise gilt aber nicht in jedem Fall. Wir halten fest, dass
(4.30) notwendig, jedoch nicht hinreichend fiir (4.31) ist.

Unter der Voraussetzung (4.31) ist das Arbeitsintegral unabhingig vom Inte-
grationsweg, und hédngt nur von dessen Anfangs- und Endpunkt ab. Das kann man
leicht einsehen. Betrachten wir zwei Kurven C; und Cy von 7] nach 7, dann ist

fﬁ-df—f&-dF: fc?-dFJrfc?-dF

Cl CQ Cl 702
= a-dr=0,
C1—Cs
und daher
.
— — — — De — —
fa dr:fa-dr = fa dr
Cl CQ Fl

Es geniigt, die Punkte 7; und 75 als Grenzen anzugeben. Weil das Gebiet €2 zu-
sammenhingend ist, existiert auch stets eine Kurve, die die Punkte verbindet.
Man setzt nun

) = Ao+ [d-dr, (4.32)
i)

wobei der Bezugspunkt 7, und das Bezugspotential A\, frei wihlbar sind.
Wenn das Potential A\ wenigstens stetig differenzierbar ist, so gilt nach dem Haupt-
satz der Integralrechnung

73
A() — M) = fgradA -dF,

T1
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Zusammen mit (4.32) erhilt man daraus

—

T2

| (@~ gradx) -ar=o.

—

T1

Das Integral verschwindet fiir beliebige Integrationswege in €2, so dass gilt
a = grad \.

Unter der Bedingung (4.31) konnte damit die Existenz eines Potentials nachge-
wiesen werden. Das Vektorfeld @ wird dann als Gradientenfeld bezeichnet.

Aufgrund der Freiheit in der Wahl des Bezugspunktes 7, und des Bezugs-
potentials )\, ist das Potential nicht eindeutig bestimmt. Sind A; und A\, beides
Potentiale desselben Vektorfeldes,

a = grad \; = grad A,
so folgt fiir die Differenz 2= Al — Mg
gradx =grad \; —grad\y =ad—a =0,

und mit dem Hauptsatz der Integralrechnung

M) — M) =0 Vi, 7 e Q.

Die Differenzfunktion muss konstant sein. Zwei Potentiale desselben Vektorfeldes
konnen sich also hochstens um eine Konstante unterscheiden.

Offen bleibt die Frage, unter welcher Voraussetzung die Bedingung (4.30) hin-
reichend ist. Offenbar reicht es aus, wenn man zu jeder geschlossenen stiickweise
stetig differenzierbaren Kurve C' C 2 eine Fliche A konstruieren kann, die eben-
falls ganz in (2 liegt, und von C' berandet wird, das heift

VO CQ mit C=0: 3JACQ mit 0A=C. (4.33)

Auf diese Fliche wendet man ausgehend von (4.30) den Integralsatz von Stokes

an, und findet
0= ([ rota-dd= ¢ a-dr
A C=0A

Wenn rot @ = 0 im ganzen Raum Fj; gilt, ist deshalb die Bedingung (4.30) auch
hinreichend, da zu jeder geschlossenen Kurve in F5 eine Fliche A gefunden wer-
den kann, die in die Kurve eingespannt ist.

Eine etwas groBere Klasse geeigneter Gebiete sind die sogenannten sternfor-
migen Gebiete. Ein sternformiges Gebiet €2 ist dadurch gekennzeichnet, dass ein
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ausgezeichneter Punkt O existiert, so dass fiir jeden Punkt P € ) die Strecke O P
ganz in € liegt. Wéhlt man O als Ursprung, so bildet die Abbildung

0 QY= Q: T tr, tel0,1] (4.34)

() stetig in {2 ab, so dass ¢, die identische Abbildung ist, und ¢, jeden Punkt aus €2
auf O abbildet. Man nennt die Familie der durch (4.34) gegebenen Abbildungen
eine Homotopie. Mit Hilfe der Homotopie (4.34) kann das sternformige Gebiet
Q) auf den Punkt O kontrahiert werden. Die Bedeutung homotoper Abbildungen
liegt darin, dass mit ihnen die in (4.33) verlangte Fliache konstruiert werden kann.
Ist zum Beispiel eine geschlossene Kurve C' gegeben, so wird durch ¢,(C') eine
Kegelfliche A mit der Spitze in O erzeugt, wenn ¢ die Werte von Eins bis Null
durchliuft. Die Kegelfliche besitzt die gewiinschte Eigenschaft 0A = C.

Eine noch etwas groBere Klasse sind die einfach zusammenhdngenden Gebie-
te. Ein Gebiet () heiflt einfach zusammenhingend, wenn sich jede in €2 liegende
doppelpunktfreie geschlossene stetig differenzierbare Kurve C' stetig innerhalb 2
auf einen Punkt in {2 zusammenziehen ldsst. Anschaulich gesprochen wird durch
den Prozess des ,,Zusammenziehens‘ der geschlossenen Kurve C' auf einen Punkt
wieder eine Fliche tiberstrichen, die ganz in {2 liegt und die geforderte Eigenschaft
C' = 0A besitzt.

Wie sehen sternformige beziehungsweise einfach zusammenhéngende Gebiete
aus? Betrachten wir Beispiele.

e Der Halbraum
{FeEs|z>0}

ist sternformig und damit einfach zusammenhingend.
e Der Raum £, aus dem eine Kugel vom Radius 12 herausgenommen wurde,
{FfeBs|a®+y*+2° > R},

ist nicht sternférmig, jedoch einfach zusammenhéngend. Jede geschlossene
Kurve kann iiber die ausgesparte Kugel ,,hinweggezogen* werden.

e Der Raum Fj3, aus dem ein Zylinder vom Radius a herausgenommen wurde,
{FeEBs|2”+y* > a’},

ist weder sternformig, noch einfach zusammenhéngend. Jede geschlossene
Kurve, die die z-Achse umfasst, bleibt an dem ausgesparten Zylinder ,,hin-

(X3

gen®.

Es gibt eine auffillige Parallelitit zwischen den Eigenschaften der geometrischen
Objekte und jenen der Felder.
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e Die Randkurve einer Fliche ist stets geschlossen, 9(0A) = 0.
= Es gilt stets rot grad A = 0.

e Zu jeder Kurve C' mit 9C' = () existiert eine ganz im Gebiet enthaltene
Fliche A mit C' = 0A.

= Zu jedem Vektorfeld a mit rot @ = 0 existiert ein Potential
A mit @ = grad \.

Natiirlich miissen die geometrischen Objekte und die Felder hinreichend glatt
sein. Diese Beobachtungen sind nicht zufillig, sondern Ausdruck eines weit rei-
chenden Dualitditsprinzips. Die genauere Untersuchung solcher Zusammenhinge
ist Gegenstand der algebraischen Topologie, einem Teilgebiet der Mathematik.
Fiir weitere Details muss auf die Literatur verwiesen werden, zum Beispiel auf
[Jan92].

Auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Ein Vektorfeld ist wirbelfrei, rot @ = 0.

(i) Ein Vektorfeld ist ein Gradientenfeld, @ = grad .
(i11) Das Arbeitsintegral hdngt nur vom Anfangs- und Endpunkt ab.
(iv) Das Arbeitsintegral tiber eine geschlossene Kurve verschwindet.

Die Aussagen (ii) bis (iv) sind auch fiir beliebige, nicht notwendigerweise einfach
zusammenhingende Gebiete dquivalent.

All diese Uberlegungen lassen sich in weitgehender Analogie auf die Glei-
chung (4.29) ausdehnen. Die Bedingung

divh =0 (4.35)
ist notwendig dafiir, dass das Vektorfeld b durch ein Vektorpotential @ in der Form
b=rotd

ausgedriickt werden kann. Eine notwendige und hinreichende Bedingung ist die
Forderung, dass der Fluss des Vektorfeldes b fiir beliebige, stiickweise stetig dif-
ferenzierbare geschlossene Flichen A € () verschwindet,

@SE-M:O VACQ mit 0A =0, (4.36)
A

was hier nicht bewiesen werden soll.
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Die Bedingung (4.35) ist dann hinreichend, wenn man zu jeder geschlosse-
nen stiickweise stetig differenzierbaren Fliche A C () ein rdumliches Gebiet V'
konstruieren kann, das ganz in €2 liegt, und von A berandet wird, das heif3t

VACQ mit 0A=0: 3IVCOQ mit OV = A. (4.37)

Wendet man, ausgehend von (4.35), auf dieses rdumliche Gebiet den Integralsatz
von Gauss an, bekommt man

O:ijdivng: @E-dﬁ.

A=0V

In sternférmigen Gebieten kann unter Verwendung der Homotopie (4.34) zu jeder
geschlossenen Fliche A ein geeignetes raumliches Gebiet V' konstruiert werden.
In sternformigen Gebieten ist also (4.35) notwendig und hinreichend fiir die Exi-
stenz eines Vektorpotentials.

Auch das Vektorpotential zu einem gegebenen Vektorfeld b ist nicht eindeutig
bestimmt. Ausgehend von einem Vektorpotential @; kann mit einer beliebigen
stetig differenzierbaren Funktion A ein Vektorpotential

as = a; + grad A (4.38)
konstruiert werden. Dann ist ndmlich
rot dy = rot(d; + grad \) = rotd; = b.

In der elektromagnetischen Feldtheorie wird (4.38) als Eichtransformation be-
zeichnet, die damit einher gehende Freiheit in der Wahl des Vektorpotentials als
Eichfreiheit.

Es stellt sich die Frage, ob durch (4.38) alle oder nur ein Teil der moglichen
Vektorpotentiale zum gegebenen Vektorfeld b erfasst werden. Fiir ein einfach zu-
sammenhingendes Gebiet kann diese Frage leicht beantwortet werden. Sind a;
und @, beides Vektorpotentiale desselben Vektorfeldes,

g: rot 51 =10t 52,
so folgt fiir die Differenz = a, — doy
rot @ — rot d; — rot dy = b—b=0.

Ein wirbelfreies Feld auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet ist durch ein
Potential darstellbar, ~
a = grad A,
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woraus gerade (4.38) folgt. Zwei Vektorpotentiale desselben Vektorfeldes kénnen
sich auf einem einfach zusammenhingende Gebiet hochstens um einen Gradient
unterscheiden.

Wir fassen die Erkenntnisse in einer fiir die Anwendung geeigneten kompak-
ten Form zusammen im

Satz 4.5 (2. Lemma von Poincaré). Betrachtet wird ein sternformiges Gebiet
Q C E3 und auf ) definierte, wenigstens stetig differenzierbare Vektorfelder a
und b. Dann gilt:

Jedes wirbelfreie Vektorfeld besitzt ein Potential,
rota=0 = dvy: a=grad~y,

Jjedes quellenfreie Vektorfeld besitzt ein Vektorpotential,
divb=0 = da: b=rota.

Gebiete, die die Voraussetzung von Satz (4.5) erfiillen, werden auch fopologisch
trivial genannt.

Auf Satz 4.5 beruht die Existenz der skalaren und vektoriellen Potentiale, wie
sie in der elektromagnetischen Feldtheorie tiblich sind. Es bleibt die Frage offen,
was passieren kann, wenn die topologische Voraussetzung fiir das Gebiet nicht
erfiillt ist. Dieser Frage soll im letzten Abschnitt der Vorlesung nachgegangen
werden.

4.4.3 Beispiele
Beispiel 1: Potential eines Gradientenfeldes

Gegeben ist das im ganzen Raum F5 erklédrte Vektorfeld

21 + 3y22
3wz?
6ryz + 322

Sl
I

in kartesischen Koordinaten beziiglich (e}, €y, 52). Handelt es sich dabei um ein
Gradientenfeld? Falls dies zutrifft, ermittle man ein Potential.

Der Raum FEj ist topologisch trivial, daher ist das Verschwinden der Rotation von
a notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Potentials. Es ist

6xz — 6xz
rota = | 6yz —6yz | =0,
322 — 322
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also existiert ein Potential.

Wir berechnen das Potential mit Hilfe von (4.32). Der Einfachheit halber wih-
len wir zu dessen Berechnung 7, = 0, A\, = 0 und den Weg C' = C + Cy + (3
parallel zu den kartesischen Koordinatenachsen:

t X
Craty= (0] tel0a], Co:rt)y={t],tel0y],
0 0
X
Cy:7(t)= |y |, tel0,2].

t

Dann ist in kartesischen Koordinaten

Nz,y,2) = | d(z,y,2) - di”

() 6) o ) () () )

2t t+f0 dt+f (6zyt + 3t%) dt
0

I
Oy Oy O%—

=22 + 0+ 3zy2® + 2°.

Die Probe @ = grad \ bestitigt, dass \(z,y, z) = 22 + 3zy2z% + 2* das gesuchte
Potential ist.
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4.4.4 DeRham-Kohomologie

Wir wollen die Zusammenhénge zwischen der Topologie eines Gebietes und dem
Abbildungsverhalten der Differentialoperatoren noch etwas niher beleuchten. Wir
nehmen in diesem Abschnitt an, dass die betrachteten Felder glatt sind, das heif3t
beliebig oft stetig differenzierbar.

Wendet man einen linearen (Differential-)Operator auf alle in seinem Defini-
tionsbereich liegenden Felder an, bekommt man die Menge der Felder, die durch
den Operator hervorgebracht werden kann. Diese Menge wird als Bild des Ope-
rators bezeichnet. Im allgemeinen wird ein Teil des Definitionsbereiches auf Null
abgebildet. Die Menge aller Felder, die auf Null abgebildet werden, heil3t Kern
des Operators.

Die im letzten Abschnitt erorterten Lemmata von Poincaré lassen sich wie
folgt zusammenfassen:

Auf einem topologisch trivialen Gebiet stimmt das Bild der vorhergehenden
Differentiation mit dem Kern der nachfolgende Differentiation exakt tiberein.

Dieser Sachverhalt ist in Abb. 4.4 bildlich dargestellt. Man sagt, die entsprechen-
den Rdume skalarer Felder und Vektorfelder bilden zusammen mit den Differen-
tialoperatoren grad, rot, div eine exakte Sequenz. Die Gesamtheit der in Abb.

4.4 auftretenden Felder und Differentialoperatoren nennt man deRham-Komplex
(Georges de Rham, 1903-1990).

div

A grad a rot I—)» "

8
0
Skalarfeld Vektorfeld Vektorfeld Skalarfeld
Punkt Arbeitsintegral Flussintegral Gebietsintegral

Bild 4.4: Abbildungsverhalten von Gradient, Rotation und Divergenz auf ei-
nem topologisch trivialen Gebiet. Das Bild der vorhergehenden
Differentiation stimmt mit dem Kern der nachfolgenden Differen-
tiation exakt iiberein. Man redet deshalb auch von einer exakten
Sequenz.
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Ergénzend ist noch zu bemerken, dass zwischen den verschiedenen in Abb.
4.4 vorkommenden Feldern und den mit den Feldern verkniipften Integraltypen
ein Zusammenhang besteht. Der Zusammenhang wird durch die Integralsitze ge-
stiftet.

T2

72
A, = A, = [ eradx-dr

T1

a-drf = [[rota-dA
0A A
b-dd =[] divbav
Punktauswertung Arbeitsintegral Flussintegral Gebietsintegral

Wenn die in Satz 4.5 formulierte topologische Voraussetzung an das Gebiet €2
nicht erfiillt ist, brauchen keine Potentiale zu existieren.

e Es kann wirbelfreie Felder geben, die sich nicht durch ein skalares Potential
darstellen lassen.

e Es kann quellenfreie Felder geben, die sich nicht durch ein Vektorpotential
darstellen lassen.

Diese Situation ist in Abb. 4.5 ersichtlich. Die beiden Arten von Ausnahmefeldern
bilden die erste und zweite deRham-Kohomologiegruppe H*(2) und H?(Q). Wir
wollen Beispiele fiir solche Ausnahmefelder angeben.

Betrachten wir zum Beispiel ein toroidales Gebiet €2;, das rotationssymme-
trisch zur z-Achse eines Zylinderkoordinatensystems (p, ¢, z) sein soll, jedoch
die Achse nicht enthilt. Dieses Gebiet ist nicht einfach zusammenhingend und
erfiillt damit die topologische Voraussetzung nicht. Wir betrachten das rein azi-

mutale Feld

1
7l = —¢,.
27p

Das ist die magnetische Feldstdrke eines normierten Linienstroms / = 1 entlang
der z-Achse. Das Feld ist fiir p > 0 wirbelfrei,

10
rot 7 = ——(pﬂfpl)

= 0.
p Op )

Dennoch kann es nicht als Gradient eines skalaren Potentials in der Form

71 = grad \
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div

A grad a rot g "
G G
= N
\ A
8
0
Skalarfeld Vektorfeld Vektorfeld Skalarfeld
Punkt Arbeitsintegral Flussintegral Gebietsintegral
Bild 4.5: Abbildungsverhalten von Gradient, Rotation und Divergenz auf ei-

nem topologisch nichttrivialen Gebiet (2. Es gibt zwei Arten von
Ausnahmefeldern: Wirbelfreie Felder, die kein skalares Potential
besitzen, sowie quellenfreie Felder, die kein Vektorpotential besit-
zen. Die beiden Arten von Ausnahmefeldern bilden die erste und
zweite deRham-Kohomologiegruppe ! (£2) und H?(Q).
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dargestellt werden. Um dies einzusehen, betrachten wir einen Kreis K1, der in €2,
liegt, und dessen Mittelpunkt sich auf der z-Achse befindet. Dann gilt

$7-ar =1,

K

gSgrad)\-dF:O,

K

wodurch der Widersprich offensichtlich wird. Das Vektorfeld liegt in der ersten de
Rahm-Kohomologiegruppe, 7) € H'(;). Man beachte, dass es nicht moglich
ist, eine Flidche zu finden, die durch den Kreis berandet wird und ganz im Gebiet
Q liegt.

Ein anderes, vielleicht weniger bekanntes Beispiel erhélt man, wenn man ein
Hohlkugel-Gebiet €2, betrachtet, welches konzentrisch zum Ursprung eines Ku-
gelkoordinatensystems (7, 9, ¢) liegen soll, und eine konzentrische Kugelsphire
K, die in €, liegt. Bei diesem Beispiel ist es nicht moglich, ein in €25 liegendes,
raumliches Gebiet zu finden, welches von K, berandet wird. Das Gebiet ist nicht
sternformig und erfiillt deshalb die topologische Voraussetzung nicht. Betrachtet
wird nun das Vektorfeld 1

4(2) -

T g2
das ist die radial gerichtete elektrische Flussdichte einer normierten Punktladung
@ = 1 im Ursprung. Das Feld ist fiir » > 0 quellenfrei,

10
2 Or

Dennoch kann es nicht als Rotation eines Vektorpotentials in der Form

div 7#® = (r’z®) = 0.

—

7? = rot

geschrieben werden. Der Nachweis lduft vollig analog zum vorherigen Fall, denn

es gilt
@S 744 =1,
Ko
giﬁ rot@-dA = 0.

Ko

Das Vektorfeld liegt in der zweiten deRahm-Kohomologiegruppe, 72 € H?(Qy).
Die deRahm-Kohomologiegruppen besitzen die algebraische Struktur von Vektor-
rdumen. Die Dimension der p-ten deRham-Kohomologiegruppe ist die p-te Befti-
Zahl b, (Enrico Betti, 1823-1892). Die Betti-Zahlen héngen nur von der Topolo-
gie des betrachteten Gebiets ab. Fiir die in der elektromagnetischen Feldtheorie
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iiblicherweise betrachteten Gebiete hat man es typischerweise mit kleinen Zah-
lenwerten zu tun. Wir werden auf diesen Punkt noch kurz zuriickkommen.
Wenn (ﬁil), ﬁél), cee 7?,53)) eine Basis der ersten deRham-Kohomologiegruppe

ist, kann man jedes wirbelfreie Vektorfeld @ folgendermaBen darstellen:

by
rota=0 = d\p;: d=grad\+ Zpﬂ?i(l). (4.39)

i=1

. . . . —> 2 — 2 — 2 .
Genauso existiert, ausgehend von einer Basis (7r§ ), ’/Té ), . ,’/TZ§2)> der zweiten

deRham-Kohomologiegruppe, fiir jedes quellenfreie Vektorfeld folgende Darstel-
lung:

divb=0 = 3d,q: b=rotd+y g . (4.40)

Grob gesprochen besagen die Gleichungen (4.39) und (4.40), dass sich wirbelfreie
beziehungsweise quellenfreie Vektorfelder ,,fast* durch Potentiale ausdriicken las-
sen. Im allgemeinen Fall muss die Potentialdarstellung noch durch ein Ausnah-
mefeld angereichert werden, welches in einem Vektorraum niedriger Dimension
liegt, eben der jeweiligen deRham-Kohomologiegruppe.

Fiir topologisch triviale Gebiete gilt b; = bs = 0 und die Darstellungen (4.39)
und (4.40) reduzieren sich auf die iibliche Potentialdarstellung aus Satz (4.5).

Die Dualitit zwischen den geometrischen Objekten und den Feldern gestattet
es, zu einer geometrischen Interpretation der Betti-Zahlen zu kommen. Ausge-
hend von einem zusammenhizngenden Gebiet ) C F5 gilt folgende Faustregel:

e b misst die Zahl der wesentlich verschiedenen geschlossenen Kurven, die
sich nicht als Randkurven einer ganz in () enthaltenen Fldche darstellen
lassen (,,loops®).

e b, misst die Zahl der wesentlich verschiedenen geschlossenen Flichen, die
sich nicht als Hiillflichen eines ganz in {2 enthaltenen Teilgebietes darstellen
lassen (,,holes*).

Fiir das oben betrachtete toroidale Gebiet {2; gilt by = 1, by = 0. Das Ausnah-
mefeld 7(!) kann als Basis der deRham-Kohomologiegruppe H!(£2;) verwendet

werden, withrend H?(£2;) = () ist. Daher gilt in ),
rota=0 = dA\p: = grad A + p7W,

a
divb=0 = 3a: b

= rotd.

Fiir das Hohlkugelgebiet 2, gilt by = 0, by = 1, H' () = 0, 7@ ist eine Basis
von H?(£2,). Daher gilt in

rota=0 = d\: a = grad \,
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(2)

=

divb=0 = da,q: l;:rotc?—i—q

Um die Faustregeln zu prizisieren, miisste genauer erortert werden, was unter
,wesentlich verschiedenen* geschlossenen Kurven beziehungsweise Flachen zu
verstehen ist. Das fiihrt auf die Definition von Homologiegruppen (homolog=
iibereinstimmend, entsprechend, artgleich). Dieses Thema soll im Rahmen der
Vorlesung nicht weiter vertieft werden. Der interessierte Studierende sei auf die
Literatur verwiesen, zum Beispiel [Jdn92].
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Parameterdarstellung
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zuldssige, 33, 43, 60
Parameterlinien, 42, 60
Potential, 70, 95
Potentialfunktion, 70
Produktregel

fiir den Gradienten, 70

fuir die Divergenz, 88

fiir die Rotation, 80

Quelldichte, 90
Quellpunkt, 19
Quellstirke, 90

Rand

einer Kurve, 32
Raum

Euklidisch-affiner, 18
Richtungsableitung, 72
Riemann-Summe, 46
Rotation, 78
Rotationsfliche, 53
Rotationskorper, 62

Sattelflache, 55
Satz von Schwarz, 95
Schraubsinn, 11
Linksschraubsinn, 11
Rechtsschraubsinn, 11
Schwerpunkt, 62
Sequenz
exakte, 103
Skalarprodukt, 8
Spatprodukt, 15

Tangente, 33
Tangenteneinheitsvektor, 33
Tangentenvektor, 33
Tangentialebene, 44
Tangentialraum, 20
Teilraum

affiner, 33, 44
Tensor

erster Stufe, 5

nullter Stufe, 5

zweiter Stufe, 5
Topologie, 95

algebraische, 99
Trigheitsmoment, 62
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Schwarz’sche, 72

Vektor
Einheitsvektor, 8
freier Vektor, 2

gebundener Vektor, 2
Koordinatenvektor, 3

orthogonaler, 9
Spaltenvektor, 4
Zeilenvektor, 4
Vektoren
komplanare, 15

linear unabhingige, 3

Vektorfeld
quellenfreies, 90
wirbelfreies, 82

Vektorpotential, 80, 99

Vektorraum
Euklidischer, 8
linearer, 2
orientierter, 11

Volumenelement, 61

Zerlegung, 46
Zirkulation, 81
spezifische, 81

Zylinderkoordinaten, 24
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